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Johann Heinrich Lambert
(1728 - 1777)

Ca, c'est du théoreme...

1 est irrationnel !!! (et en fait :r[2 également d'apres
Legendre...)

Tranches devie

De milieu modeste et quittant I'école a 12 ans, Johann Lambert est un autodidacte, et se forme
un esprit complet et imaginatif. On raconte d'ailleurs que Frédéric le Grand lui demanda un
jour dans quelle science il était le plus compétent. Trés humblement, Lambert [ui répondit
"Toutes" !

Travaillant sur les prémices des géométries non euclidiennes, mais sintéressant également aussi
alaphilosophie et la physique, Lambert reste célébre pour avoir démontré en 1761
I'irrationnalité de Pi, ce que nous allons faire également !

Autour de r

Enfait, I'irrationnalité de Pi est un résultat attendu mais fort utile car c'est a peu présle seul a
donner des informations sur les décimales de Pi : Celles-ci ne sont pas périodiques!
L ambert démontre précisément le théoreme suivant : si x#0 est rationnel, alors tan(x) est

irrationnel.
Or, par contraposee, tan(m/4)=1 donc m/4 et finalement m sont irrationnels!

Démonstration
Ladémonstration de Lambert (1761) est un peu lourde mais donnons-en tout de méme un
résumé!
En effet, les autres preuves quej'ai pu trouver sur le net utilisent une autre méthode, toujours

laméme... (voir Liens)
Donc, varionslesplaisirs!

L e principe est de trouver un développement de tan(X) qui possede des propriétés particuliéres.

Lemmel:
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Considérons la fraction continue x, convergente et illimitée : by +

avec g, et b, entiers relatifs.

Si |a|<|by| apartir d'un certain rang, alors x est irrationnel.

Démonstration :
Supposons que déslerang i=1, on a|a|<|b| (ce qui n'enléve pas de généralités...)

: a4 . L
Pour i eN*, on adonc b.-1<b,+ h1-_+11<b‘+1 et donc puisque a, et b, sont des entiers séparés
i+
. " : a;
d'au moins une unité, on obtient : ‘hi + 1:|1_+1 = [ag].
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Leterme en plus 1:|1+1 par rapport al'hypothese initiale est de valeur absolue inférieurea 1
i+1
donc ne peut faire changer le signe de lafraction (car b, est un entier).
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Ceci nous indique que le signe n'a pas changé et donc, on en conclut que b, 4 i+l €St du signe
1
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de h_l . Savaleur absolue est de plusinférieure a 1 d'apres I'inégalite ci-dessus.
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De fagon similaire, on obtient que i1 est du signede hl L et de valeur absolue
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hi—l + ala. '
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inférieure a 1.
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Par récurrence descendante immediate, on peut écrire finalement que x est du signe de 1:|_1 :
1

et de module inférieur a1 (| x| = 1).

Pour |x|=1, le développement n'est pas intéressant a étudier car d'un type trés particulier...
Supposons donc | x| <1 avec x rationnel :

] b+ p P

Comme dans |'étude précédente, p; ales mémes propriétés que x, c'est adire |p,|<1 et donc,

on en conclut |r|< |p|.

Mézalors! Enitérant le procédé, on construit une suite infinie de fractions, leurs numérateurs
étant des entiers de module strictement décroissant, ce qui est parfaitement absurde !
On conclut finalement al'irrationalité de x.

Lemme?2:



On apour x tel que satangente soit définie: 1 -

Démonstration :

On utilise pour celales développements de sin et cos :

= l:_ljlnx211+1
sinl:}{:l ~ ]]_Z [2n+1:|| ~ a

tan () = -

 cos(x) (—1)" 2™ - (—1 2
Z (Zn)! Z (2n)!

= l:_lanZn
Z (2n+ 1)1

Si I'on écrit tan(x) sous laforme

tan(x) = on reconmait Ey = -

et de méme, on peut alors écrire: Ry = TT R
T g

2k - 1)+ R,

Par récurrence presque immeédiate, on a par ailleurs

I:—I:In}s'.zn
(Z2n + 1)1

(=1"(2n + 2)x*"

(Z2n + 31

. Enitérant le procédé, on construit aing :



PHion + 2320 +4).. . (2n + 2k ) ErE

= (1
Z (Z2n + 2k + 1)1
E, = 2= — et donc on obtient finalement :
(-1 2n+232n+4). (Z2n+ 2k - 29"
Z (Zn + 2k — 1)1
=
15{
tan(x) =
(x) Z
L - 2
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Réciproguement, on doit vérifier (ce que je n'ai pas du tout envie de faire!) que lafraction
obtenue converge effectivement vers tan(x). Le principe n'est pas exactement e méme que celui
expose pour la démonstration de la fraction continue de Lord Brounker. Avec les notations de
ce dernier site, dans notre cas, il faut montrer que les réduites P, et Q, convergent

uniformement respectivement vers sin(x) et cos(x).

Théoreme de Lambert : m est irrationnéel

. , . . - .. T . iz 2
Pour ce dernier résultat, je ne vais pas utiliser le traditionnel tan[;] =1 considéré par

Lambert. En effet je n'ai toujours pas compris comment ce résultat peut étre exploité alors que
I'on aexclu le cas x=1 dans |la démonstration initiale (mais je dois étre béte...).

2
Pour simplifier, on va donc prendre tan(m)=0, ce qu'a utilisé Legendre pour montrer que =«

était irrationnel.
En prenant x=m, on aalors
2 2
8 8 3 1
1- 5 = 4o donc 3 - 5 =0 & —
L c _ L L |
T L T

_ 7 _ 7 _
7— . 9—. .. 9—. .

2 2
Remarquons alors que (2k+1)>m dés k=5 et donc qu'en vertu du lemme 1, 3/x ? et donc =
est irrationnel (C'est e theoreme de Legendre). On afinalement également : & est irrationnel.
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