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Une pluie de formules!

Je ne peux toutes les mettre, il y en atrop ! Vous les découvrirez au fil de lalecture de cette page. Voici néanmoins
quelques exemples :
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Autour de it

Lapremiere série en haut de cette page pour k=0 semble due a E. Estenave, Docteur es Sciences, et fut publiée par son
auteur avec deux démonstrations un peu confuses dans un petit livre "Sur une série servant a définir approxi mativerment
le nombre Pi" en 1901. Christian Frétigny, enseignant chercheur al'ESPCI dans |e laboratoire de physique quantique,
est tombé sur ce livre dans une librairie de Paris. I| m'a d'ailleurs raconté qu'une main exigeante et anonyme avait barré
au crayon le "définir" du titre et I'avait remplacé par "déterminer” avec une annotation : "Parlez francais" !

Toujours est-il que C. Frétigny m'a proposeé cette série et une de ses généralisations pour compl éter ma collection, en me
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faisant part d'une autre démonstration qui utilisait le théoreme des résidus. Aprés quelques lectures sur le sujet (je
N'avais jamais étudié les fonctions holomorphes, introuvables en prépa!), nous avons engagé une petite correspondance
en octobre au fur et a mesure que d'autres séries apparaissaient par la méme méthode. Cette page tente de synthétiser les
résultats de cette exploration, bien sOr tres incompl éte, vu larichesse de |la méthode. Plusieurs pistes sont proposees,
avec au moins un exemple pour chacune d'elle, lorsque le temps ou I'intuition ont manqué pour explorer plus
profondément I'idée.

Nous ne savons d'ailleurs pas si une étude compléte ou une classification existe sur le sujet, ou bien si certaines de ces
séries, il est vrai peu performantes, apparaissent simplement au détour d'exercices, ni méme s elles sont toutes connues
(enfin, 13, il ne faut peut-étre pas réver et Maple en connait une bonne partie, d'ailleurs!). L'intérét calculatoire n'est
pas énorme, bien évidemment, et c'est d'ailleurs peut-étre pourguoi je n'ai pas retrouvé ailleurs ces formules, maisla
théorie, les généralisations et |'esthétique des séries sont tres intéressantes. Sans compter que I'on peut redémontrer ainsi
une bonne partie des formules d'Euler de facon tres rapide.

A ma connaissance, et apres quelques recherches, rien n'existe sur le sujet sur le web, si vous avez des renseignements,
n'hésitez donc pas'!

L e théoreme des résidus

Tout d'abord, rappel ons quel ques définitions avant le fameux théoréme des résidus qui sert de base atous ces calculs:

On se place dans |e cadre des fonctions de la variable complexe avec f(z) holomorphe (dérivable) sur un ouvert E, et a
valeurs dans C. Soient z, avec i €l les poles de f (C'est adire que pour tout i de I, il existe un n, entier minimal, appelé

'ordre du pole, tel que (z-z) (2) soit dérivable en z).

L e développement de Laurent d'une fonction holomorphe, sur une couronne (espace entre deux cercles) dans |'espace
complexe, est donné par :

Ftz)= Y antz-2,)"
ned

On definit le résidu de f en z comme le coefficient a_; dans le développement de Laurent de f avec z, ala place de z,,.
Lorsque z est un pole simple, celarevient acalculer :

Fes{f.e;)=a;=Imfz—z)f(z)
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Pour un péle d'ordre m, on alaformule:
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On considere ensuite un contour fermé G de classe C contenu dans E et qui englobe lespoles z;, i<J, JI.

On définit I'indice de G en z (winding number) par :
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ce qui correspond en pratique au nombre de passages du contour G (compté dans |e sens trigonométrique) autour du



point z.

Alors, finalement, le théoreme des résidus nous donne:

2 =Y Res(f.z, )ndsfz,
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Intuitivement, cela veut dire que I'on peut connaitre I'intégrale de f sur un contour fermé si 1'on connait le
comportement de f en ses points singuliers que sont ses poles. Ce théoréme étonnant est évidemment tres important en
analyse complexe, et, vous allez le voir, également dans |a recherche de séries tendant vers m !

Application du théoreme a une classe de fonctions

Dans toute la suite, les contours utilisés seront de simples contours carrés, donc I'indice de ces contours en n'importe
guel point al'intérieur seratoujours 1 d'apres la définition (pratique!). Intuitivement, on a maintenant d'un cote une
somme de résidus, c'est ce qui va donner les séries, et de I'autre une intégrale, que I'on espere donc calculable
facilement. Pour certaines fonctions, cette intégrale est nulle lorsque I'on fait tendre le contour vers l'infini, c'est le sens
de la classe de fonctions que I'on introduit ici :

T
Soit gfz) = m Ffz}. On considére comme contour fermé G(N), sur lequel on va

intégrer, le carré de sommets : J_r[N+§] i:‘[N+§] . On éviteains de passer par les

poles de cotan (noté cot), c'est adire les zéros de tan(m 2), c'est adire encore lesn=Z
(ouf..).

Montrons maintenant que I'intégrale de g sur ce contour G(N) tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini.
Sur le montant vertical de droite, z=N+1/2+1.y, y variant de -N-1/2 a N+ 1/2, on a:
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et sur le montant horizontal du haut, z=x+i1(N+1/2), x variant de-N-1/2 a N+ 1/2, on a:
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car exp(m (2N+1))-1>2 pour N=0 et |.:r+ .b| = |.:;r| + |.b| et |.:1 - b|:: ||.::r| - |b||
donc, sur ces deux montants, | cot(72)| =2, et comme cot est impaire, on en déduit que I'on a ce résultat sur tout le

carré. Comme dans R, on peut alors mgjorer I'intégrale par lalongueur de la courbe * |e maximum de lafonction.
Le carré ayant pour périmétre 4* (2N+ 1), on obtient :




J E(Z)dz < 4( 2N + I).2nMazg, |72
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Or, pour z sur le carré, par exemple sur le montant vertical droit, on az=(N+1/2)+iy et
| z| = (N+ 1/2) (de méme pour les autres montants). On peut donc encore affiner :

J B(Z)d = aMax g arylz. 7(2)
G )

Faisons maintenant tendre le contour vers I'infini, c'est a dire faisons tendre N vers I'infini ou encore | z| vers I'infini

pour z sur le contour carré. |l reste achoisir une fonction f telle que | EEITJE Jlz J'| = et ntégrale tendra vers 0. Cette

forme rappelle un peu le critere de Riemann pour les séries réelles, et de méme, toute fonction f de laforme d'une
fraction rationnelle ayant un degré du dénominateur supérieur de plus d'un au degré du numérateur conviendra. En

a -1
particulier, tout f delaformede(z +c) avec a>1 convient.

On a utilisé tan dans g(z) mais on peut auss regarder du coté de sin et cos. Pour cos, pas de probleme si I'on ramene
1/cos a sa forme exponentielle, puisgue I'on a une somme d'exponentielles minorables au dénominateur de la méme
facon que pour cot.

=7+ mr‘?{zj, puisque I'on vient de magjorer cot(m2) en

Pour majorer 1/sin, il suffit d'utiliser larelation —
sintfz)

module par 2. On peut encore utiliser les fonctions hyperboliques équivalentes (cotanh, 1/sinh, 1/cosh) mais cela semble
apeu pres tout.

Nous voici donc avec une intégrale qui tend vers 0 si le contour tend versl'infini. Mais celaveut aussi dire que tous les
poles z, de notre fonction g pour n dans | vont étre contenus dans ce contour infini.

L e grand avantage est que cot(m z), comme ses équivalents en 1/cos et 1/sin, admet une infinité de pbles, qui sontici les
z.=n pour ndans Z, et la somme des résidus en ces points va donc produire une serie infinie.

Apres sétre occupé de I'intégrale qui est nulle, et comme |'on avu que lesindices du contour infini en les poles z seront

égaux a 1, notre cher théoréme des résidus devient donc ici a condition de choisir f correctement :

Zﬁes{g,zmﬁ=ﬂ
nerl

Notre objectif, puisgue les suites auront une convergence lente, est qu'au moins elles soient rationnelles. Examinons
maintenant une premiére application afin d'observer cette méthode simple avant d'expliquer plus en détail pourquoi cela
marche et d'orienter ainsi par la suite les pistes de recherche :

ST
Exemple préliminaire &%/ [m] (
C05 — |2

o]

Z +ﬂ]

*** Casm=4 et p=4



C'est vraiment celui qui marche le mieux, je détaille donc les calculs, ce dont je me passerai volontiers par lasuite! 1
est tout d'abord clair que cette fonction rentre bien dans | e cas étudié précedemment, son intégrale sur le contour infini
est donc nulle.

Voyons maintenant les pélesde g et leursrésidus :

* 0 est un pole (pour z au dénominateur), son résidu est obtenu en cal culant iﬂ] zgfz)=2n
* Les (2n+1) pour n=Z sont les pdles correspondant aux racines du cos, leurs résidus respectifs sont :
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Excellent, d'un cbté, on a ™ dansle premier résidu, et de I'autre la somme des résidus en 2n+1 donne une série sur neZ
plutot sympathique !

Oui, maisvoila, il y aencore lesrésidus de g aux racines m-iemes de -p qui sont aussi des poles de g car elles annulent

m
z +p. |l faudrait que leur somme soit agréable, le plus souvent nulle, ce serait parfait. Dans le cas présent les racines
4-iemes de 4 sont 1+i,1-i, -1+i, -1-i, elles sont simples heureusement, et c'est d'ailleurs ce qui limiterales possibilités
par la suite pour d'autres valeurs de m.

* Calculons les résidus en ces racines. Remarquons avant, dans le cas général, que lorsgue I'on manipule une racine

m m
mrieme de p, il ne faut pas oublier que z =-p. Or, avec z(z +p) au dénominateur de g, dans le calcul du résidu de gen
une racine m-ieme de p, notons la a;, on a besoin de prendre la valeur en a, de
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Donc ce terme ne dépend pas de a; et seul |e cos vaen dependre, |e résidu de g en une racine m-iemede p est ainsi :
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Mais cela, c'est une tres bonne nouvelle car la somme de ces résidus est nulle. En effet, chaque résidu d'une racine
sannule avec celui de saracine conjuguéee

Il nous reste donc finalement qu'a appliquer le théoreme des résidus en écrivant que la somme des résidus de g est nulle :
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Généralisation du cas m=4

Considérons lafonction
ms[%]z(z‘? +4( 2+ )7

4
(g1 pour premier type de géenéralisation) avec k dans N (ou dansZ maisici, (2k+1) prend les mémes valeurslorsque k
est négatif a cause de la puissance 4)

Ici et par lasuite, j'userai d'un petit tableau pour présenter les poles et leurs résidus, c'est tout de méme plus clair que si
les résultats sont noyés au milieu du texte. De plus, seule la somme des résidus des racines est importante pour la calcul,
pas le résidu en une racine, sauf cas particulier, puisque I'on sait que c'est a cause du sinus que la somme sannule.
Jomettrai donc souvent par la suite I'expression du résidu seul en une racine, surtout lors des genéralisations, le résultat
étant assez pénible!
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Ce qui permet de méme que précédemment de construire la série suivante :
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Notons que si I'on fait tendre k vers|'infini, le rapport du terme devant la somme et de celui au dénominateur tend vers
4, et I'on retrouve la suite de Leibniz ! Bon, larigueur est un peu oubliée puisque I'on n‘a pasjustifié le passage ala
limite, mais laremarque valait surtout pour I'intuitivité du résultat.

Augmentation du degré du dénominateur



Plusfort !
4
L e degré du déenominateur, hormisle z, est de 4 avec le z +4. Eh bien, on peut |I'augmenter pour faire converger la

suite plus vite.

Considérons ainsi lafonction :
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Calculonslesrésidus :

Poles Reésidus
)
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On obtient alorsla série:

L==J

o " ; (-1
je M, 11=¢H(¢{£:‘f-c+f} ]Z F

=t n=d {3n+f;H[{3n+f;"’ ik 1)

k=0

On peut sintéresser au cas limite lorsque j tend vers l'infini, celarevient acalculer le produit infini :
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On peut partir pour cela de I'expression bien connue (voir par exemple I'encyclopédie d'Eric Weisstein) :
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Celaest tout afait intuitif, puisgue le produit infini sSannule dés que z prend une valeur impaire, donc c'est une fonction
(2n+1) périodique, celadoit étre le cosinus... On adonc :
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et finalement :

m=4&

Bien évidemment, cela n'a plus guere d'intérét pour le calcul des décimales et |a encore la rigueur est un peu oubliée,
mais laformule est assez esthétique, n'est-ce-pas ?

A noter que je pense que I'on peut larapprocher des identités sur lafonction ¢ de Riemann trouvées par Simon Plouffe
et les Borwein en 1997/1998 (voir sa page perso). Une identité utilisée est en effet la somme

=+ o
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Ladémonstration en est donnée sur la page de ce site consacrée a Plouffe et d'autres formules du méme type sy
trouvent.

Alors, pourquoi ¢a marche et comment continuer ?

Le point majeur a étudier est celui de laforme des racines m-iemes de p. On avu que I'annulation de la somme des
résidus pour ces racines dépend de la transformation du cosinus en sin a cause du fait que sin est impaire. Comme I'on

part d'un cosinus, il faut donc qu'il y ait une trandlation de + ¢ 2k + ‘F’% car Cos(X+ 2k + j}g)=+/-si n(x).

Dans I'exemple précédent, comme I'on part de cos(m z/2), il suffit que lors du calcul desrésidus, laracine mriemede p
ait une partie réelle de laforme (2k+ 1), donc entiere et impaire. C'était bien la cas précédemment pour m=4 et p=4
puisque les racines sont les +/-1+/-i.

Cette propriété dépend essentiellement du degré de la puissance m au travers de la forme des racines m-iemes de |'unité.
m Um
Pour trouver lesracinesde z +p, il suffit en effet simplement de multiplier les racines m-iemes de I'unité par p

Si on note a, la partie reelle de lak-iéme racine m-ieme de 'unité, une condition suffisante pour que cela marche est

donc qu'il existe p entier tel que
1/m
a.p =(2k+1)

et que cela soit valable pour toutes les racines avec le méme p.
On leverrapar lasuite, seulsm=2, m=3, m=4 et m=6 semblent convenir, car au dessus du degre 6, par exemple pour
le degré 8 qui semble favorable, on trouve un p pour 4 racines et un autre p pour les 4 autres racines, et plusrien ne

: , 12 : : : : o
marche, il y a constamment un décalagede 2 ! Notons aussi que, pour profiter d'un entier solution, on sintéressera



m m
parfois en pratique plutét az +/-q .

Et la généralisation - pourquoi ca marche ?

Lorsgque le degré m marche et que I'on atrouvé p, rien n'empéche ensuite de multiplier p par (2k+ 1)m, on sait quel'on
multiplie alors les racines miemes de p par (2k+1), mais puisque leur partie réelle est impaire et que le produit de deux
impairs est impair, les nouvelles racines ont encore la bonne propriété sur leur partie réelle. Cela expligue pourquoi la
généralisation de I'exemple préliminaire fonctionne.

m m
Il n‘est pasinterdit aussi de disposer au dénominateur autant de polynémes de laformez +p(2k+1) quel'on veut.
Cela crée des produits qui augmentent e degré du dénominateur et aboutissent a des cas limites comme on I'avu.

Voilaen bref le principe d'exploration, il n'est pas impossible que des cas particuliers ne rentrant pas dans les
hypotheses ci-dessus apparai ssent, mais aucun n'a encore montré le bout de son nez. Tous les exemples suivants sont
donc des variantes de ce principe. Voici les diverses pistes qui ont été envisagees :

m
Piste 1 : utilisation du cos, de z et d'un autre polyndome de degré m: z +p, m>1 soit
ST
gfz)=

cﬂs[%]z(z” + ;ﬂ]

*** Casm=4 et p=4

Celui-la, on I'adonc vu comme exemple préliminaire

*** CasnF2

* p=-4(2k+ 1)2, p= -4(2k)2, p= -4(6k+/-1)2/3

m=2 est un cas un peu particulier, lasimplicité des racines nous permet d'étudier le cas général en laissant initialement p
comme parametre dans g. On varetrouver ains naturellement les valeurs de p choisies ci-dessus :

Voici donc le tableau ritud :

Poles Résidus
0 s
F
Iafg=1)"
(2n+1) - r
(n+ D+ 1) + |
—&T
somme des résidus des racines m..ﬁ
£05 P .




Lei dansle cosinus est trés génant si I'on veut une relation agréable et ne pas tomber sur des cosh du plus mauvais effet.
Il suffit pour I'enlever de prendre p négatif, un autre i sortirade laracine.

Bien, ensuite, il Sagit de ne pas annuler le cosinus au dénominateur, il faut donc qu'il y ait un facteur 4 sous laracine
pour tomber sur des cosinus de multiples de m dont on connait bien lavaleur.

2 2
Finalement, on peut prendre pour valeur de p soit -4(2k+1) soit -4(2K) . Et ce choix est loin d'étre anodin, voyons
plutot :

2
Avec p=-4(2k+1) , on obtient pour k entier, toujours en annulant la somme des résidus ci-dessus :

(=1
n=ﬂfg”*‘ﬁ%fiﬂ-kfig-—4{2k-+f;3]

=82k +1)*

2
Mais avec p=-4(2K) , surprise, on obtient :

(=&

=
n=( {2H+f}(fgﬂ+ f}g _J{Ekjj']

car lerésidu en 0 sannule avec ceux des racines puisque cos(2km)=1.
Donc selon que I'on choisit lesimpairs 2k+ 1 ou les pairs 2k, on aune somme égale & @ ou nulle, voila un phénomene
intéressant !

2
En fait, plus généralement, si I'on choisit p=-4a , on obtient d'apres e tableau des résidus le joli résultat suivant, qui
explique cette curiosite :

nf,_ I ]=_33+ (~1)"
3[ cos( 1) a;{2n+f}({2n+ff—4ag]

Laseule autre valeur rationnelle pour le cosinus concerne la valeur a=(6k+/-1)/3, ce qui donne lanouvelle série:

n_g AN (-1)"
=56kt 1) 2
n=p {E‘n+f}[f’3n+ 1)F -

$f6k+ 1)°
7

Augmentation du degré du dénominateur

celadonne:

==

_ : 2 (1)
wie N, 11=—2H[4{2}-:+f} ]2 7
k=0

"0 ¢+ I,JH [{j‘n+ 12 — gtk 4 1)°
=0

et pour le cas limite en faisant tendrej versl'infini :
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=2 = 242 L
§{£n+f}m5[M] n=() (on+ i)

n+3]

Cette derniére série est dgja citée d'apres C. Frétigny dans Gradshteyn, 1.S. and Ryzhik, 1.M. " Tables of Integrals,
Series, and Products " San Diego, CA: Academic Press, 1996 (en version CD)
Je n'‘al malheureusement pas ce livre ni le CD, maisje sensqu'ils me plairaient !

n
Il n'y a pas de cas limite pour la deuxieme série nulle, on tombe sur lasomme des (-1) dont le résultat, si il est
normalement indéterminable, correspond intuitivement bien alavaleur 0 delasérieinitiale.

On peut augmenter e degré du dénominateur de fagcon plus exotique. Comme I'on a trouvé une serie de somme nulle, on
peut la soustraire de la série donnant Pi pour trouver une nouvelle série (bricolage!). Ainsi, on a:

Whel, n=322+1) (dk+3 3 =)
= e S jgrszjrﬁmff—4r23-:+2}"",3fr3n+ff—4f3k+ffi'

* p=-(2k+ 1)

Il 'y acet autre cas intéressant pour m=2. Il correspond au cas ou I'on sait que le dénominateur va sannuler pour la

2 2
valeur n=Kk puisgue I'on vaavoir (2n+1) -(2k+1) danslasérie. L'ordre des poles en z=+/-(2k+1) n'est alors plus 1.
Maisil suffit de calculer les résidus en ces valeurs avec laformule différentielle proposée dans la section " Théoreme des
résidus’, et les résidus pour les autres valeurs 2n+1 de facon classique, cela donne :

Poles Résidus
0 -8
{2k +1)°
(2n+1) (k) - 16(=1)
(I Itm+ I -2+ 1)%)
+(2k 1) J2(-1)*
{2k +1)°

En annulant la somme de ces résidus, on peut alors écrire pour tout k entier :

-

31" 2 (-1)"
=Xk +]
" (2 +1) (s d) Z (2n+ Dffan+ 17 —¢2k+ 1)° )

H= —a
ek
me—f—F

La généralisation par I'augmentation de degré au dénominateur semble plus complexe tout simplement parce que cela



oblige aretirer d'autres valeurs de n de lasérie. On voit en tous les cas qu'il n'existe pas de cas limite (car il ne resterait
plus de valeurs de n dansla série!!)

3
*** Casm=3 et p=2

Un cas tres classique, parfaitement ressemblant au cas m=4, et facilement généralisable, c'est d'ailleurs par laquel'on va
commencer puisque le cas p=8 correspond a k=0 dans la généralisation :
Rappelons la fonction utilisée pour cette généralisation :

AT

g% (z)=
CDE[%]E(EE + &2+ 1)3

Voici letableau des poles/résidus :

Poles Résidus
T
0 3
{2+ 1)
16017
(2n+1) - ( 3’3 3
(ns Dfftins 17+ 82k + 1)7)
T
-2-4k (lereracine) T 2
3ok + 1)
12 N ni-1)"
1+ 2k+ /-1 (2k+1)3 * 7
(la somme des résidus sannule) Esm[ ?E{ﬂ: N f}] (2t 1)

On levoit, la seule particul arité de ce cas est d'avoir une premiére racine indépendante des autres (a cause du degré 3),
mais son résidu est parfaitement utilisable, et I'on peut former la somme (qui était assez prévisible!) :

(=1)"
(In+ Iifm+ 1)° + 82+ 1)° )

+ ==
WkeZ me I2(2k+ ffz
H= -
Une petite variante tout de méme, la somme se fait cette fois-ci sur Z, toujours a cause du degré 3, lasomme sur N

n'étant plus égale alasomme sur Z . Je pense que c'est aussi pour cela qu'il ne suffit plus de faire tendre k vers l'infini
pour retrouver la suite de Leibniz comme tout al'heure pour le cas m=2.

- +
Cependant, si I'on combine les sommes sur Z et Z , on arrive tout de méme a obtenir une série sur N qui est
6
exactement celle présentée dans la section suivante "Casm=6 et p=-2 "

Augmentation du degré du dénominateur

L e principe est connu maintenant, évitons de charger inutilement cette page dgatres longue. On peut sans peine



appliquer le méme processu gque pour Mm=2 ou M=4, on obtient pout tout j entier :

J +2 "
view, n=1] (3{2k+ 1) ]Z - (=1)
=0 " ey 1) [{2n+ Iy ek 1)°
&=

L e cas limite ne semble pas cal culable aisément a cause du produit infini (est-il seulement calculable ?), s quelqu'un aun

+ -
résultat... Tout ce quel'on peut dire est que c'est une fonction (2n+1) périodique sur R et non sur R. Celarappelle un
peu les problemes concernant |a somme des inverses des puissances impaires, c'est a dire lafonction zéta pour les
valeursimpaires.

6
*** Casm=6 et p=-2

Derniére valeur apparemment possible, ce cas ne pose pas de difficultés particulieres théoriques. Les racines au degré 6
sont :
+/-(2+4K) qui donnent comme au degré 3 un multiple de Pi

2
+/-(2+4K){j, j } qui ont une partie réelle impaire, donc le cosinus se transforme comme d'habitude en sin et les résidus
des racines conjuguées sannulent.

On passe donc vite, pour filer sur le tableau des pdles/résidus et sur les résultats :

Poles Résidus

TL
0 PV
Sf2k+ 1)
Tar=-1)"
(2n+1) - ( ﬁ’J p
fdn+ I)ffan+ 1)7 — 6472k+1)°)

somme des résidus des racines 0

Celadonne:

(—1)"
(n+ Dftm+ 1) = 2%+ 1))

+==
WheZ me-312k+ f}ﬁz

n=il
Augmentation du degré du dénominateur
Pas de problémes non plusici, on obtient facilement :

+ ==

| . ; (1)
Wie N, n=—3H (2{2k+ 7 ]Z -
=l

=t e D] (e2n 17 - 202k 1)
k=il




Pour le cas limite, on utilise le méme procédé que pour m=4, a savoir |'utilisation du produit infini de degré 2 valant
cos(mz/2). Lalourdeur des calculs et lataille (d§a conséquente !) de cette page faisant, on va éviter de détailler le
calcul. Pour obtenir le produit infini de degré 6, on vamultiplier trois fois ce produit infini de degré 2 valant cos, avec

2
z=(nt+1/2), z=j.(n+ 1/2) et z=] (n+1/2). On trouve alors:

=0 foan+ Flcos + —7T
( / 4 2 2

Les | vont donner des cosh en développant, (mais ce n'est pas trés beau, mieux vaut laisser sous forme compacte) ce qui
va assurer une convergence rapide.

_ . (-1)"
TL_‘?Z [M]EGE[M[_£ < ]]EGS[M[ j 1@}”
P,

Piste 2 : utilisation du sin, et d'un autre polynéme de degré m : 7'+ p, m>1:

Comme on a obtenu des séries "impaires" avec le cosinus, c'est adire avec un (2n+1) au dénominateur du terme général
de la série, on pourrait sattendre a obtenir des séries paires avec le sinus. Mais malheureusement, tout ne marche pas
auss bien...

En effet, contrairement au cas (2n+1), 0 est un cas particulier de 2n, et lerésidu en 0

est alors plus difficile acalculer, il est enfait nul, mince, m n'apparait plus...

Il faut recourir a une astuce, et décaler le z du dénominateur en z-1, c'est adire considérer lafonction

&1
sm[%]{z - f}(z”‘ + p)

Le 1 est choisi pour obtenir une valeur agréable du sinus, mais|'on pourrait partir d'un autre décalage, pourvu gu'il ne
soit pas de laforme 2n.

Tout celaest bien joli, mais avec I'habitude de cette méthode, on voit immédiatement que ce décalage varuiner nos
espoirs de trouver des séries paires avec cette piste puisgue I'on aura au dénominateur une chose de laforme g.n-a.
Terrible...

g2fz)=

*** Casm=4 et p=4

Un gros probleme avec ce cas, |e décal age empéche |la somme des résidus des racines de sannuler totalement et I'on voit
apparaitre des cosh du plus mauvais effet...
Voyons ainsi le tableau des poles/résidus :



Poles Résidus

1 én

5
df-1)"
. e

fdn=I)fén" +1)

A
somme des résidus des racines - 7 3
+/-1+/-i 5505}1[5]

Ce qui donne la série:
S_T[- 42 {—fjn-‘-j
5 5ca5h[3] ‘(- T4’ + 1)

Il faut absolument se débarrasser du terme en cosh, sinon, la série n'a pas vraiment d'intérét...

Une solution est d'écrire ce terme sous forme d'une seérie par la méme méthode des résidus, puis de rassembler les deux
series.

Ains, on considére:: 21

(z)=
= m[%](:*w]

Avec laméthode habituelle, les résidus en 2n et la somme de ceux-ci pour les racines donnent la série:

(-1)"
T_E-ngén + I

cosh

Au passage, notez |'extraordinaire pureté de la série a droite, d'une simplicité exceptionnelle, et I'horreur du terme de
gauche ! Laforme du membre de gauche aurait-elle des propriétés si remarquables pour étre égal a ce genre de série ?

Toujours est-il gu'en regroupant les deux équations précédentes, on trouve:

i O O
m=3+. {4'} (on > /
= +I)dn” -1)
Encore une jolie série, mais peut-on en tirer un résultat encore plus satisfaisant ?
Généralisation

Comment lagénéraliser ? Pas de la maniére habituelle avec les (2k+ 1), on vatenter d'étre plus précis en introduisant |a
fonction :



ez + b)

%]{z¢+-¥j{z‘? _¢)

gfitz)=
.Z’.Sm[

- . . 4
Nous allons chercher la condition sur a, b, et ¢ pour que la somme des résidus des racines de z +4 sannule.

2 4
Pour cela, voyons le calcul desrésidus en z=1+/-i (en n'oubliant pasque z =+/-2i et z =-4)

t2ai+ kb +lod+ B -
FES{gﬁ'j,z}=£ mftiai+ b) =_iﬂ,{ ai+ b)f+di—¢)

76
: .;Jsm[%]ézﬂ{ﬂ; s Esm[%]{sg +4)

2
Bon, on sait que z =+/-2i donc, pour que la somme de ces deux résidus sannule, il suffit d'utiliser cette propriété et que
le terme derriere le z au numérateur soit donc proportionnel az, c'est adire:

(+/-2ai+b)(+/-2i-C)=4a-b.c+/2i(actb)=1+/ < da-be=2fac+h) = ‘%‘I = %
£+

La série considérée précédemment correspond aa=1, b=-6 et c=1
La somme des deux autres résidus sannule car le carré des racines est rédl (+/-2).

| ntéressons-nous maintenant aux autres poles, et sommons par le théoréme des résidus comme d'habitude. Pour 2n,
calcul classique que je n'expose pas.
Snfac+ &)

) . 2 IR ..
Comme la somme des résidus pour lesracinesde z -c donne [n-.,u"E ] J { 2 on atout intérét achoisir
SR — L

+4)

2
c=(2k+1) pour que le sinus soit égal a1, ce qui donne apres de nombreuses simplifications (ouf !):

+z {—f}”({2{2k+ I —dm e+ )34+ 2
Ve, - {3k+f}2

(dn® + 1)fdn =2k +1)%)

Laformule originelle est le cas k=0.

Pour autant qu'elle marche, cette méthode n'est pas vraiment faite pour les généralisations et dépend surtout des
propriétés de lafonction. Ici, le degré 4 est idéal car lesracines 1+/-i ont pour carré +/-2i, ce qui permet |'annulation

. . : . 4
des résidus des racines conjuguées de z +4.

Lesdegrés 2, 3 et 8 ne m'ont pas semblé favorables, maisil y a donc certainement beaucoup encore afouiller de ce
coté-ci !

m
Piste 3 : utilisation de tan et d'un autre polyndmededegrem : z +p, m>1

2
Intuitivement, la dérivée detan : (1+tan ) fait penser que I'on peut obtenir des séries non alternées, contrairement aux

n
sinus et aux cosinus. Car le (-1) venait de I'expression de ladérivée de cos et sin en (2n+1) ou (2n). L'utilisation de la
tangente est tout afait similaire a celle du sinus, car leurs comportements sont équivalents al'origine (notamment les
poles sont les mémes). Déslors, on va étre confronté au méme probleme que pour le sinus, et I'on va devoir décaler z



en z-1/2 cette fois-ci (pour tan(m/4)=1) pour éviter d'avoir un résidu nul en 0.
*** Casm=4 et p=4

De méme que pour le sinus, c'est le degré 4 qui semble marcher le mieux pour les mémes raisons. Passons donc vite et
courons vers les resultats!
En considérant : i

Eafz)= z 7
- g
M[T][E—E]{z +4)

on obtient |e tableau des pdles/résidus suivant :

Poles Résidus
12 12¢n
65
g
2n 7
fén” +1)fdn-1)
Jhm
somme des résidus des racines
-1+l a8 cot .:mh[E]
2
et lasérie:
12ém I6m = i
5 =‘32 ;
ﬁjmmﬂh[g] D) dn-1)

Ensuite, I'étude de la méme fonction g; sans le z-1/2 conduit alajolie expression :

— <= 244) !
TL] =tdn’ + ]
n=lJ

falw)) .:mh[—
2

ce qui, injecté dans la série précédente, donne :

ﬂ__gi on+ 14
¢ ded g TfdnT 4 1)

===

Je n'al pas encoreréuss agénéraliser le résultat... et je n'ai pas essayé avec d'autres degrés que 4. Avis aux amateurs !
Notez que par rapport aux series habituelles, on a cette fois-ci 4n-1 au lieu de 2n+/-1. Cette recherche d'autres a*n+/-1
seral'objet delapiste 6.



Piste 4 : utilisation de 7 et d'un autre polynéme de degré m: Z7'+ p, m>1:

m
*** Sans polyndme z +p

On considerera tout d'abord |es fonctions sans polyndéme de degré m, c'est adire du type : ST ou

8o (2)=———
| TE| 4

S — |2
encore avec le cosinus ou la tangente.
Ces fonctions servent aredémontrer les innombrables formules d'Euler/Bernoulli. On calculeralesrésidus en O avec la
formule différentielle de la section "Théoreme des résidus” pour un péle d'ordre m.
Une chose a remarquer simplement est que la somme sur Z (privé de 0 lorsqu'il le faut, bien slir) des inverses des
puissances est nulle pour certaines puissances a cause de la parité. Ainsi, c'est ce qui explique que pour le sinus et g=2,

. o (=)
lerésidu en 0 n'est pas nul et vaut sn” alors qu'il I'est pour g=3. En effet, on a 2 NE =¥ _Et donc - maintenant
3' H= —as
b L

gue I'on est habitué, on peut méme se passer du tableau des pbles/résidus - g=2 donne :

Plus généralement, pour le sinus, on peut utiliser les puissances g=2k pour donner des séries du type de la précédente.
Latangente utilise aussi g=2k et donne les séries non alternées.

Pour le cosinus, c'est évidemment e méme phénomene décal é puisque 0 n'est pas un pble du cosinus. On doit donc
utiliser g=2k+ 1 pour trouver la somme des inverses des puissances des impairs. Ainsi, =3 donne :

o (1)

n’ =16 ;
fdn+I)

M=z

nxil

o (=)
Cequi est rageant, c'est que le phénomene Z NE =0 egtlaraison pour laquelle on ne peut pas calculer avec cette

H=—ce
el

méthode lavaleur de £¢(3) , laconstante dApéry. Et cela est valable pour toutes les puissances impaires, sauf pour les

séries alternées comme ci-dessus, mal heureusement, on ne peut pas passer d'une série alternée a une non alternée avec
les impairs contrairement aux pairs. L'un des plus importants problémes mathématiques contemporains tient a peu de
choses tout de méme...

m
*** Avec polynOme z +p

Malheureusement, tout marche beaucoup moins bienici que lorsque g=1 (z seulement). La somme des résidus des
racines ne sannule plus par exemple dansle si joli cas m=4 et p=4 méme avec |le cosinus. On obtient une variété
hyperbolique genre cosh/sinh et il faut user encore de |'astuce comme pour les sinus, c'est adire utiliser une expression
de cosh/sinh pour la remplacer dans la série.



T ek
Mais un autre probléeme arrive : cette expression, par exemple [ﬂ] =2+ 42 4p¥ 4 7 NEconverge pas auss vite
cash| — =1

gue celle que I'on a obtenue dans |a série car on y fait varier la puissance de (2n+1) , expression absente dans la serie

avec cosh. Et donc impossible de sen sortir pour obtenir un gain de vitesse grace au (2n+ 1)q.
Par exemple, en considérant pour g=2, m=4 et p=4 et lesinus:
ST

Eql2)= : : .
|z .. g on obtient |'expression :
sin| —|z9(z" +4)
2
2 = n+l
-7
ﬂ5= n +‘EZ E|t’ ”L
msh[E] iy iqn® +1)
2
et I'expression de cosh au dessus permet d'obtenir la série:
2 = n 2
] _
e o e
—y fdn” +1) n

Mais ce n'est guere rgouissant, et semble difficile a généraliser.

4
Pour certaines puissances g, on arrive a annuler la somme des résidus des racines de z +4 (pour le cosinus et g=5 par
4
exemple) mais comme décidément ca ne veut pas marcher, lerésidu en 0 est 1/192* m (5@ -96) et on ne peut isoler &

4
dans cette expression car le polyndme correspondant 1/192* x(5x -96)=c n'a pas de racines exprimables sous laforme
de radicaux...

Pour le degré g=2, on a un peu le méme probleme dans la mesure ou I'on obtient la série dans un polynéme du second
degré de variable . Mais s I'on isole m, des racines carrés arrivent or, I'objectif premier était de rester dans les séries
2

rationnelles, donc également sans racines. Avoir une série de somme T comme au dessus passe encore, mais si 1'on
commence a introduire des racines, cette page aura une longueur tendant franchement vers l'infini !
Je donne donc seulement un exemple de ce que I'on peut obtenir :

2
g=2, m=2, p=(2k+1) donne:

a2

- gy
- ¢ TL3+ ° 4‘_423 2{} 7. -0
i+ 1) (2ke+1)7 (2k+1) — Nt (2 + 1))
Donc, on en reste la avec cette piste qui semble un peu bloquée si I'on Sen tient al'optique originelle.
Piste 5 : utilisation de pdles décalés pour les polynémes

Cette méthode est tres riche pour obtenir de jolies formules généralisées.Elle consiste a prendre au lieu du z un z-a
systématiquement, étant entendu que I'on peut rajouter ensuite plusieurs autres polynémes au dénominateur. Pour |a



rapidité du chargement de la page (mais quelqu'un sera-t-il seulement parvenu jusque la ??), j'omets les détails du calcul,
lorsqu'il est tres classique.

Exemple 1 : deux pdles ssimples décalés
T

L'étuded )= d :
ude de g5 ;(Z) sm(ﬂz:l{z—.:;rj{z—bj onne
n | _Z (=1)"
a— bl sinfna )  sinfnh) fm—aln—h)
M=
= {_jjn T[-E
Et en faisant tendre avers b, puisb vers 0, on retrouvebienlaséried'EuIerE 2 ~ 72 (encore heureux !)
M= -
nel

Lestan et cos (pris en mz/2) donnent exactement le méme type de formule avec les caractéristiques de chacun : tan ala
place du sin et série non alternée pour latan, et cos alaplace de sin et 2n+1 alaplace de n pour |e cosinus
L e résultat est assez facilement généralisable pour j+ 1 pbles distincts au dénominateur et cela donne:

g +c

ISR BN, |
= singnag)] [ (@ -a) ] [ n-an)
=

k=0

=&
Malheureusement, comme |les seules valeurs rationnelles pour le sinus sont prises pour des g, rationnelsen /3 et /2,
dans le cadre de |'étude, on ne peut avoir plus de deux termes dans le produit et donc aller au delade j=1.
Exemple 2 : un pdle d'ordre g décalé

Onvaprendreg=3 ici, car il n'existe pas semble-t-il de cas vraiment général, les calculs dépendent de la puissance
T

utilisée. Considérons ainsi lafonction &5.2(2/) = . L'application de la méthode des résidus donne :

SmI:ﬂz:I{z—m}g

ER sinfmm)? Z (—1)"
(n-m)’

I+ r:r:nsf’n.mf

H=—x

Sl je ne me suis pas trompé. Les cas m=1/3 ou m=1/2 semblent les plus intéressants (et ce sont visiblement les seuls) s
I'on veut obtenir une expression sans terme irrationnel (hormis x bien sGr !).
On peut aussi choisir tan alaplace de sin. On obtient :

. a _t=
sinfmm 5
_s__sinfnn)

© cosfnm) et m - m)”



m
Piste 6 : utilisation d'un polyndme z +p, et recherche de coefficients a.n+/-1 au déenominateur de la série

Cette piste a été effleurée alafin de la piste 3. Deux méthodes sont utilisables pour y arriver :

* soit I'on utilise un décalage général (z+/-b) et I'on regarde ensuite quelles valeurs de b (de laforme 1/r) permettent de
changer le 2n+/-b en 2r.n+/1.

*soit I'on part d'un décalage al'intérieur du cos/sin c'est adire c.m.z+ md, de fagcon a ce que les pbles soient directement
delaformean+1.

L es deux cas sont clairements équivalents car ils correspondent a un décalage tous les deux, le second est plus pratique
pour trouver ce qui marche et former les séries.
Donc, si I'on se penche sur la seconde méthode, et que I'on se base toujours sur |'annulation des résidus des poles de

m - - Ve - 1 N - -
z +p, fixons les notations, et recherchons a.n+1 au denominateur avec cos(b. mz+c.x) c'est adire lafonction
4

(2= .
o r:ﬂslzb.*mz + r:.*n,:Iz{ ="+ p)

Voyons les contraintes :
1. Comme on a z au dénominateur, 0 est un pble et il faut donc que le résidu en ce pdle, c'est adire en fait cos(c.x) soit
rationnel (pas de probléme pour larationnalité de p !). Cela donne la condition (1) :

o=, c=i£ o c=i£ (1)
3 3

On exclut le cas c=1/2 qui donne un pdle de cosinus (pas pratique!)
2. a.n+1 doit étre un pdle, donc b.m.(a.n+1)+c.m=(2n+ 1) m/2 ce qui est équivalent alacondition (2) :

a.b=1(2a)
b+c=1/2 (2b)

3. Enfin, pour qu'il y ait transformation du cosinus en sinus, la partie réelle z, de z se doit de vérifier la condition (3)

valable pour les généralisations :

bz;m+ c.n=k.n+% = by +e={2ik+ f}£

2 (3)

Résolvons ce syteme en utilisant les différentes valeurs possiblesde c :
A noter que c=0 est e cas que I'on a étudie dans les pistes précedentes
celadonne



C c=0 c=1/3 c=-1/3 c=2/3 c=-2/3
b=1/2 b=1/6 b=5/6 b=-1/6 b=7/6

a a=2 a=6 a=6/5 a=-6 a=6/7

4 2k+1 6k+1 (6k+1)/5 1-6k (6k+1)/7

vd eurs dean+l 2n+1 6n+1 6n+5~6n-1 1-6n~6n-1 on+7~6n+1

possibles

Tout est clair apresent ! Encore une remarque tout de méme, laforme de z;, oblige a considéréer seulement un degre 2,

voire 3. En effet, 4 racines ne peuvent avoir laméme partie réelle. On verra pourtant qu'il existe un cas particulier pour
le degré 4.
Mais restons pour |'instant dans I'application du tableau, apres avoir débroussaillé, c'est assez facile.

Considérons ainsi I'exemple du degré 3 avec c=1/3 et b=1/6 (3é colonne du tableau) :

To

E =
Ea2(2) mE T a 7, donnelasérie:
£O5 ?+E zfz® + §fdk + I)7 )

ke Z, R—E{ﬁk 1) 2 (=1
{(on+ D(En+1)7 + 36k +1)7)

Hélas, pas d'augmentation du degré du dénominateur a cause du degré 3, comme on l'avait vu alapiste 1...

|| existe sinon un cas particulier, le degreé 4. Laforme obligatoire de z, vue ci-dessus empéche aux résidus des racines

4

4-iémes conjuguées de z +4 de sannuler deux a deux. Mais la somme des quatre résidus est nulle ! Je ne crois pas que
ce phénomene se retrouve a un degré supérieur, cela est di ala symétrie parfaite des racines pour le degré 4, c'est
dommage...

4
Toujours est-il qu'en considérant p=4*(6k+3) , et encore c=1/3 et b=1/6, on obtient |la série suivante :

YkeZ m=34¢6k+3) Z (=)
fina Dffn+ 1T+ 46k 3)7)

Et en augmentant le degré du dénominateur, on trouve:

Wie N, n=3.H4.{5k+3,:“"Z - (=1)

K= ?!=-“trﬁn + ‘F’JH {{.ﬁn + j"jﬁ + 4 flf'-k + -?,:'#)l'

&=

Et comme cas limite, on a:
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n=—eef N+ I}[msh[—{ﬁn ; ‘Uﬂ'] + Cgs[_{ﬁn ; f}ﬂ]]

L 'étude du sinus est équivalent a celle du cosinus par trandation de m/2, donc, on ne trouvera pas de nouvelles séries par
la

Avec latangente, la seule possibilité de tangente rationnelle non nulle est pour :

tan(m/4)=1. En suivant le méme raisonnement que pour le cosinus, on trouve tout naturellement une serieen 4n+1, iCi
pour le degré 2, qui semble le seul possible:

]
(én+ Dffdn+ 1)° =4 2+ 1)%)

WkeZ me—8(k+ ffz

M=z

On peut augmenter le degré du dénominateur et obtenir :

i +z
Wie N, n=-3H4{4;.:+ffZ - !
&=il

ane | | (e 1T - 4+ 1))

k=0

et le caslimite donne:

L=

A !
fén+ f)mn
3

T =
n=—afdn+ F)ros

D'autres pistes ?

Avec cette méthode, on voit que I'on peut redémontrer nombre de formules, et bien siir, toutes ne sont pasla!

On peut chercher d'autres fonctions a mettre au dénominateur des fonctions g. Par exemple, on peut mettre
I'exponentielle complexe ala place des cosinus/sinus etc... Seule probleme, I'exponentielle ne sannule pas, il faut donc
la coupler avec un cosinus.

Plus généralement, on ne peut utiliser de fonctions qui ne sont pas définies correctement sur tout e domaine complexe.
Par exemple, on ne peut utiliser cos(m*1og) pour obtenir des séries ala Simon Plouffe car le logarithme n'est défini
dans le domaine complexe que si |'on effectue une coupure (suppression d'une demi-droite issue de I'origine) dansle
domaine de définition complexe. Sinon, on pourrait tourner autour et avoir deux valeurs différentes pour z et z* exp(2i
) (log(2) et log(2)+2i ). Ce qui serait pour le moins génant !

A part les polyndmes, je n'al pas d'autres idées d'application pour I'instant, faites m'en part si vous en avez !

Par Boris Gourévitch "L 'univers de Pi"
http://go.to/pi314
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