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René Descartes
(1596 - 1650)

La méthode original e des isopérimetres
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Tranchesdevie

René Descartes est né ala Haye en Touraine précisement le 31 mars 1596 . Ce fut
certainement |le philosophe francais e plus célébre ! Maisil ne fut pas que cela...
Aprés une licence de droit en 1616 , il choisit le métier des armes en Hollande puis
chez le Duc de Baviere jusqu'en 1620 . Rentré en France en 1625 , il y rédige ses
travaux philosophiques - fameux, mais ce n'est pas |'objet de ce site! - et fait
paraitre des travaux scientifiques sur I'optique, |'astronomie, la biologie et surtout la
géométrie. En 1631 , parait ainsi Geométrie danslequel il définit les
cooordonnées cartésiennes d'un point. Notons au passage que c'est a Descartes que
I'on doit I'habitude de représenter |es quantités connues par les premieres lettres de
|'alphabet a,b,c,d... et lesinconnues par x,y,z . || meurt en 1650 .

Autour de

Apres son déces, on trouvera dans ses papiers la méthode des isopérimetres . Elle
consiste afaire le contraire de la méthode d'Archimeéde c'est adire a déterminer le
rayon d'un cercle dont le périmetre est fixé al'avance. C'est une construction
entiérement géométrique...

Démonstration

Ou plutdt construction, car ce n'est pas une réelle démonstration mathématique !
On considere une suite de polygones réguliersP o ,P  ,P 5 ...P  respectivement

2223 .2M2 cotésayant, - C'est important - un méme périmétre L
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On considere lafigure suivante, avecA B , =C | et OH  =r .

E Cherchons une relation de
récurrence entrer ., €tr

étant donné que r
L B+

Hrret rayon du cercle.

\ Onsitque2 ™2 C =L car

e Hn 7 L estle périmétre du polygone
P, decoté C |, . Cetterelation

étant valable pour toutn =N ,

onaauss 2 2 C 4 =L .

Pour P , onaun carré donc

OH , =C o /2=r o ,doncr ; =C  /2=L/(22 2 )=L/8

Soit E lemilieudu petitarcA | B , . Lesegment qui joint lesmilieux A ., €t

B 1 de[EA ] et[EB ] estlecotédeP ,, . Toutel'histoirevaétre

géométrique, alors concentrons-nous !

n

n tend versle

o

OnaA ;1B 1 =C 41 =L/2 "+3 : en effet, par le théoréme de ce cher
Thales,
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Dansletriangle rectangle OEA ., (car OA | E estisocele), ona
2 —

A n+1 H n+1 =EH n+1 *H n+1 O

Mais montrons-le si ce n'est pas évident !

On ad'une part

EO2=(EH ,{+H ,; O) 2=EH ,{2+2EH _, *H ,,O+H ,,0?

donc gw . . (7= %ﬂﬁ' ‘- % 1 — éﬁmt’? ¢
D'autre part, A ., 1 H 1,1 > =A 44 E 2-EH ., 2 par pythagore et

2 2 2 :
A1 Hp1c=0A 4,1 “-OH .4, doncona:

1 1 1. L.
AR L Ea‘fﬂ152 - 515'5’:?31 + > 1‘%&1 T3 Fﬁﬂi1
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2 2 o
or toujours par pythagore EO 2 =A .4 E 2 +OA 2

doncA i1 H ne1 2 =EH 1 TH 1 O (franchement désolé pour lalourdeur
des notations!)
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Jﬂfmlﬁmiz = [_ ‘fj+iﬁ.ﬁ+1] = [2 T+ d

2 o4
or
etEH .4 =H 4 H [, (évident par Thales!)
=OH ., -OH ,=r ;4 T, etencore,H ., O=r .1
donc:

n

2
all

4 w1l |I"?.1ﬁ‘+1 - "?.1&:"'?.1&+1

Eh bien, lavoila, notre relation de récurrence !
Cest d'ailleurs un polynémeenr ., , qui est évidemment positif.

On extrait donc la seule racine positive du polyndme et on obtient :

Lorsque n augmente, le polygone P | tend a se confondre avec le cercle de
périmetre L=8r ; =2 ®r (2 ®™*rayon... )
donc:

Intéressant, non ?
Et pas s mauvais en termes d'efficacité !

Essais
Regardons cela de plus pres...
2

L'expression _-i

fait penser al'aire d'un rectangle de cotés
4 a1 |I"Ti‘+1 - -'?.'ﬁ-jl-"-'.'ﬁ-+1 P 9

M1 ST a1 T - Lasuite géomeétrique des aires de ce rectangle serait donc de

raison 1/4 . A priori, larelationentrer ., etr  devrait elle auss se comporter
comme une suite géométrigue, et la convergence devrait étre linéaire

(-Log(r , )=a*n+b )... Vérifionsen prenant L=8 , etdoncr 5 =1 (lechoix de
L n'influe pas sur lerésultat car larelationentrer ., etr , esthomogeneen

L ):

n



n=5 3,14 22 (2)

n=10 3,14159 32 (5)

n=50 28 décimales exactes
n=100 60 décimales exactes

Tout afait, une bonne petite convergence 3n/ 5 , voila qui est fort honorable !
Accélération de la convergence :
Cequ'il y adebien avec le Delta2 d'Aitken, c'est qu'il y atoujours une

accélération, si minime soit elle. Mais alors lorsgu'elle est gigantesque, quelle
euphorie! Regardonsles essais:

Sans Aitken Avec Aitken Avec Aitken itéré
n=5 |[[3,14 22(2) 3,14159 508 (5) 3,14159265 59 (8)
n=10 |(3,14159 32 (5) 3,1415926535 92 (10) (|16 décimales exactes
n=20 ||3,1415926535 903 (10) 23 décimaesexactes |[35 décimales exactes
n=50 (|28 décimales exactes 59 décimaesexactes |[90 décimales exactes

C'est tout bonnement incroyable ! Aitken multiplie par plusde 2 laperformance la
suite qui atteint une convergence de 1.2n .

I me semble bien que c'est le meilleur résultat obtenu avec Aitken pour les suites
convergeant vers Pi .

Et regardez les résultats avec Aitken itéré (on applique 2 foisle Delta2 ) ! Vula
précision limite de mon calculateur (100 décimales) et la sensibilité du Delta2 , il
est méme possible que le résultat soit encore meilleur.

On atteint avec Aitken itéré une précision supérieurea 1.6n et qui vaen
saméliorant !

Par Boris Gourévitch "L 'univers de Pi"
http://go.to/pi314
sai 1042@ensai.fr



http://go.to/pi314
mailto:sai1042@ensai.fr

