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Gauss (1777 - 1855) Mobius (1790 -1868) Euler (1707 - 1783)

Fonctions arithmétiques et Pi
r(n) de Gauss/ Somme des diviseurs/ Mdbius/ Indicatrice d'Euler

inspiré de I'excellent livre " Autour du nombre Pi" de P. Eymard et J.P. Lafon

En voila de drbles de propriétés !
1) Fonction r(n) de Gauss

Soit r(n) le nombre de déecompositions d'un entier n  sous forme de 2 carres,
aors y,, M+ 2)+¥(3)+ . +7(n)

== H

2) Fonction £ (n) somme des diviseurs

Soit &(n)= Z d c'est adirelasomme des entiers positifs qui divisent n.
ﬂ‘|:rz

Alors ; ‘THJ A+ i)+ afn) nf
*H-ﬂ n? Iz

3) Fonction p(n) de Mobius

Soit w(1)=1 ; u(n)=0 s n possede au moins un facteur carré >1

etup 1P 5P )=(D) K g P1.,Po,..P | sontdesnombrespremiersdistincts.
(exemple u(2)=pu(7)=-1 , W(4)=K(B)=0 , W6)=p(10)=1)

Alors pour 91211,{11) L oit Z“‘{”}= - Z“‘f”j 0 par exemple.
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Beaucoup de r%ultats treS|mpr onnants concernant cettefonctlon existent. Parmi eux, on
peut citer aussi I'étonnante formule qui suit : en considérant Q I'ensemble desentiersn =N*
gui n‘ont pas de facteur carré dans leur décomposition (C'est adire tels que | K(n) 1= 1 )on

obtient lajolie formule suivante :
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Cette approche permet aussi d'établir le magnifique théoreme : La probabilité pour qu'un

entier soit sans facteur carré est i

2
o

4) Fonction . (n) indicatrice dEuler

Soit #(n) lenombre d'entiers strictement inférieursan et qui sont premiersavec n (n‘ont
pas de diviseur commun avec n ).
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Cette fonction permet |a encore de redémontrer aussi habilement |e théoreme de Cesaro.

Quelques mots sur Mabius

Ce cher M6bius est un mathématicien Allemand né en 1790 en Saxe. Il fit ses études a Gottingen sous la
direction de Gauss et devint astronome a Leipzig. Vivant de cette science, c'est néanmoins un passionné de
mathématiques qui Sintéresse ala géométrie projective et alathéorie des nombres en introduisant sa célébre
fonction.

Autour de

Les fonctions arithmétiques étudiées aux XVllle et X1Xe siécle ont souvent une définition assez simple mais
leurs propriétés semblent toujours sorties un peu de nulle part. Comment imaginer en effet que des
propriétés sur les entiers puissent rejoindre le monde des réels ? Bien évidemment, il ne faut pas compter sur
elles pour battre des records de calcul de décimales, mais chose étonnante, certaines qui sont présenteesici
parmi les plus célebres, ont un rapport étroit avec Pi !

C'est la plupart du temps di aux valeurs de lafonction Zé&ta de Riemann, mais pour en arriver |a, examinons
plus en détail chague fonction :

Démonstrations
1) Fonction r(n) de Gauss

Donc, on rappelle quer(n) est le nombre de décompositionsd'un entier n sousformede 2 carrés,
combinaisons comprises. C'est adire que I'on inclut dans ce nombre les combinaisons triviales avec les
multiplications par -1 ou les ordres des carrés.

Par exemple, pour 5 , on a:

5=( +/- 1) 2 +( +/-2) 2=( +/-2) 2 +( +/- 1) 2

doncr(5)=4+4=8 .

L es propriétés de la fonction ont été étudiées par Gauss et Jacobi notamment.

Le premier adémontré le résultat qui nous intéresse, et qui a une explication geométrique agréable.

Si I'on considére un disque de rayon 1"'1; c'est adire d'équation L :':,.'l—i L



x 2 +y 2= 4 , on voit que les couples (x,y) dentiersqui

vérifientx 2 +y 2 = r ol p =n sont dansle disque d'aprésla

figure ci-contre (ils sont sur le bord du cercle de rayon 1'5 qui est

plus petit que celui de rayon n , ce sont les point al'intérieur du
cercle). Dessinons pour chacun de ces points dans e disque un carré
dont le coin inférieur gauche est ce point.

On obtient alors une drole de figure, que I'on appelleradomaineD |, , dont l'aire est le

nombre de carrés (de coté et donc d'aire1 ) qu'il contient.

Maisr(p) pour p =n compte le nombre de points qui sont sur le cercle de rayon 1'5 donc
tout point al'intérieur du disque est comptabilisé dansunr(p) pour p =n . Donc, le nombre
de points et de carrés associés est r(1)+r(2)+...+r(n) .

L'airedu domaine D |, représente plus haut est donc r(1)+r(2)+...+r(n) .

MaisD |, est compris dans un cercle derayon An+ 1"'5 c'est adire lerayon du premier

cercle+ ladiagonaled'un carrédecété 1 (Regardez lafigure, la seule chose du domaine qui
déborde du cercle ne dépasse jamais de plus d'une diagonale d'un carré, comme marqué)

De méme, ce domaine peut contenir le cercle de rayon V-2 . Ces disques ont pour aire
ﬂ(ﬂu’; + 1@]‘? donc finalement, on acomme encadrement de l'airedeD |, :

TL(\'I'E—‘\'IE)E i)+ i)+ ...+r{n}£n(1’;+1@]2
=}|1'|§"I,il+ i)+ . +rin)- m|£3ﬂ1@1m+3ﬂ+f£2ﬂf1@+3}1'f1_1
=rfl)+rf2)+ . +rin)=m+ D(ﬁ.l';)

Et voila!
Onabien I +rf2)+¥(3)+ . +rfn) _n
== H

Au lieu de considérer O( An ) , on pourrait chercher pour quelle puissance de n minimale
(notons-la a ) lerésultat est encore valable, en d'autres termes, quelle est la vitesse de
convergence.

Comme le rappelle Autour du nombre Pi de Eymard/Lafon, c'est I'objet de nombreuses
recherches depuis un siecle et demi.

On vient de montrer quea =1/2 . Hardy et Landeau ont prouvé indépendamment de leur cbté
quea =1/4 . On conjecture fortement que a=1/4 mais cela n'a pas encore été démontré. Le
meilleur coefficient connu est actuellement a £22/73 et provient de Huxley (1993).

Dans le méme ordre, on peut généraliser ar | (n) le nombre de décompositionden par la
sommedek carrés. Celarevient atravailler non plusdansR 2 pour deux carrés, mais dans
RKk.

On obtient de méme g (i — i )< v, (1) + re(2) + .+ re(n) <V [ + k|

avecV | (R) levolumeduneboulederayonR endimensionk .

Mais d'aprés le grenier, on sait que celavaut :



pour ladimensionm .
Donc, on en conclut ici :

k=T

(T 4Tl 2+t F ()= ﬁ;(«.ﬁ]m n

I
avec LA (2n)¥ P+
Fap IZ‘I.'IE]=—HP, Vapei (ﬁ]=gf.3.5...{2p+ UH Z

2) Fonction &(n) somme des diviseurs

On rappelle encore une fois que & (N)= 2 d , c'est adire la somme des entiers positifs qui divisent n.
ﬂ‘l:rz

Quelques exemples, pour y voir un peu plus clair !

T(D=1, F(2=1+2=3 , T(6)=1+2+3+6=12 , &F(12)=1+2+3+4+6+12=28

Cette fonction est multiplicative pour deux entiers premiers entre eux.

Entrons dans le vif du sujet et faisons un peu de dénombrement

I(1)+ “(2+..+ &(n) contient lesdiviseurs de chague entier=n comptés un certain nombre
defois, et on en fait la somme. on va chercher a déterminer ce "certain nombre de fois" par
diviseur.

Fixonsains un x entrel etn ,oncherchedabordlesy 0 tels que xy p=P.P =n .
Donc pour I'ensemble desp =n , on aura bien compté toutes les fois qu'apparaissent les
diviseurs y D des &(p) en mémetempsque lediviseur x . Ensuite, on somme lesy p Sur

touslesx , et on obtient lavaleur voulue de &(1)+ & (2)+...+ &(n) .

Considérons donc la droite xy=n dansle plan comme Yk
ci-contre. ol

Fixer x revient acompter lesy telsquexy =D .

Ainsi en notant [a] lapartieentieredea ,ona 1 :
g+ F@+.+ F(n)= 1 N %
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S B A - I B T 7
Z?E?X—f?*@;]
.:-:=.EI x:J‘x r=n+i

On sait également que gamma, la constante d'Euler, vaut

H—3=z=
A=S

3= lim i_ Infn) donc 2£= Of Lnfn)) et finalement
X py: X
g1+ F(2+.+ M= T°n 2 +0(n.Ln(n))
s

chouette, encore une autre de faite...
Comme pour le 1), d'intenses recherches seffectuent autour du meilleur reste possible et pour

I'istant, A. Walfisz détient la palme avec O(n.Ln 213 (n)) trouvéen 1963 .

3) Fonction p(n) de Mdbius

Soit u(1)=1 ; u(n)=0 s n possede au moinsun facteur carré>1 et Yup 1 P o P | )=(-1) K g P,
P 5, .. P Sontdesnombres premiers distincts (exemple u(2)=u(7)=-1 , W(4)=i8)=0 , u(6)=u(10)=1 ).

Lemmes
1) Une des premieres propriétés (tres chouette) de cette fonction est la suivante :

D sin=]
Lfd)=
2 (d) {ﬂ' s5ione
a‘|n
Ladémonstration est ssimple, le résultat est évident par définition pour n=1 . Prenons
maintenant un Nn>1 et montrons que la somme est nulle.
L'entier n se décompose comme d'habitude en un produit de fateurs premiers donc on peut
I'écrire :
n=p ; al > a2 P g & g |'on veut écrire lasomme sur les diviseursden , cela
correspond a prendre la somme sur les premiersp ; , puis sur les couples de premiers



PiP; , lestriplets, etc.. soit :
Zﬁifd}' ﬁff}+2;{pzj+2;{ﬁ!pij+ =ik im0l v == =

a‘ln LR
d'apresladéefinitionpu(p 1 p 5 ..p  )=(-1) K" et ensite on compte le nombre de couples,

triplets qu'il peut exister dans la somme (d'ou les combinaisons) et enfin, on reconnait la
formule du binbme de Newton.

2) 1 est une fonction multiplicative, et fournit un résultat assez fort qui pemet d'inverser certaines formules
fuf . faf .
2c)= Y f[;] dors f(x)= an,ﬁg[;]
n=i n=r

effectivement, on a &) [ ] [1]
( Zﬁfni'g[ ] Zﬁfnjz.f[ ] Zf[ ]Eﬂfﬂj 7tz

n=1J :rzl.i:
Démo :
Bon, c'est une bonne chose, passons maintenant aux démos qui nous intéressent :

Preuvedei@=% zw_i ot ZL‘-{H} 90
n=1i HJ & 5

On aura besoin d'un petit lemme, que I'on pourrait appeler lemme de Dirichlet :
Soit f(s) et g(s) lessériesditesde Dirichlet définies par :

_ Ha Zn  Lamultiplication de ces deux séries donne:
Fs)= ) 2 gfs)- Z P

rzi

F(s)e(s)= i;— = Y agky
n=1J

@3 =R

Calculons maintenant en utilisant cette multiplication de Dirichlet :

o ) b wl - o,

I 5in=17
avec &y, —Zﬁ#’d}f Zﬁif’d} { H_ " donc finalement

£ 5 n=7F
d‘ln




ZMHJ £75) = Z__‘F
ollerésutat §THW _ 1 WM 6 u(n) _ 90
doulerasultatZ‘r - =5 coit Z‘H_E'=_3 of Z =_¢_

Allons encore plus loin, comme jel'ai dit plus haut, en considérant Q I'ensemble desentiersn =N* qui
n'ont pas de facteur carré dans leur décomposition (c'est adiretels que | u(n) 1= 1 ) onobtient lajolie

Z I ogrs)
£t 2s)

:"!E_Q

formule suivante :

Ladémonstration n'est pastrés difficile mais elle oblige a une généralisation longue de certains résultats, et
pour l'instant, je n'ai pas envie que cette page devienne un monstre...Je ne résisterai pas par contre au plaisir
de pouvoir donner un petit résultat que je trouve encore plus impressionnant :

La probabilité pour qu'un entier soit sans facteur carré est L

)
T

Démo:

On définit Q(x) pour x réel comme le nombre des entiersk inférieursax et qui sont sans
facteurs carrés. D'apres la définition méme de la fonction de M6bius, on peut écrire pour n
entier :

Q(n)= Zmrk }|. Pour montrer le théoréme, il suffit de regarder |a proportion de Q(n) par

k=17
rapport an , c'est adire montrer que

Q)= & n+om 12)
0l
L e principe consiste tout d'abord aranger un entier k dont le plus grand facteur carré est

d 2 dansunensemble E d - Onfait celapour toutk =n . Pour E , , bien sir, cela
correspond a l'ensemble des entiers sans facteurs carrés. Et puisgu'il n'y a pas de facteur carré
supérieur an Y2 dansn (forcément!), E 4 estvide pour d>n Y2 . Comptonsle nombre
d'élémentsde Ed :

Il est tout d'abord clair que card(E 1 )=Q(n) .

Pour lesautresE 4 , prenons k=d 2%k dansE d -

K =n/d 2 cark =n .
D'autre part, K n'apas de facteur carré car s il en avait un (notonslea par exemple), a.d
serait aussi un facteur carré dek et puisque a.d>d , k appartiendrait aun autre E ; . Donc



finalement card(E 4 )= nombredek =n/d 2 sansfacteur carré, donc :
card(E 4)=Q(n/d ?)

Commeonan entiersnon nulsinférieursan (!), et quils sont tous comprisdansunE 4 ,

on peut écrire :
X

diyn
Enls/uzite, on applique lafameuse formule d'inversion de Mébius a f(x)=Q(x 2 ) avec
n =X
etdoncag(n)=n 2, g(X)= [x 2]pourx réel.

Cette formule permet le calcul suivant, dont les intermédiaires sont (il me semble...) assez

évidents;
Hd)
) d)l — + O F i
Dfn)= ;{ n:;wg ] z:ﬁr,ﬂ[ ] z:#’f}[ ' H] E 7+ o)

=HZ%+D szi? +D{1I"1_1j=%n+{}{1"'1_1}
d=1 '

o

Enfin, pour le O(somme) le résultat provient tout de mémede:
N,

Z—{HZJ. —.:;i':u:e:nL_ 7 =”1fgj_;=ﬂ("‘m]

x

4) Fonction . (n) indicatrice dEuler

Rappel : 4#(n) lenombre d'entiers strictement inférieursan et qui sont premiers avec n
(n'ont pas de diviseur commun avec n ).

Lemmes:
1) Un premier lemme énonce que 4 est multiplicative pour deux entiersm et n premiers

entre eux, c'est adire
Anm)=z(n). &(m)

En effet, si I'on cherche aévaluer 4(n) , on part deladéfinition : d'apres le théoreme de

Bézout, k et n sont premiers entre eux si et seulement si il existeu et v entierstels que
uk+v.n=1 donc c'est équivalent ak inversible modulon .
Donc (n) estlecardina du groupe desinversiblesdeZ/nZ . Commem et n sont premiers

entre eux, d'apres le fameux lemme chinais, il existe un isomorphisme entre Z/ImnZ et
ZInZ*ZImZ - donc les groupes inversibles de ces deux anneaux ont méme cardinal et g (n.m)=

#(N). #(m) .



(ouf, voila quel ques souvenirs douloureux d'algebre )

2) Maintenant, si I'on veut évaluer 4 pour tout n , commencons par décomposer ce pauvre

entier:n=p ; @ p ,3 p, &  a; entiernonnul, et calculons 4 pourp ; @

|
Entrel etp ; a  (non compris), il y ap i al .1 entiers(!) et comme seuls les multiples de
p; sontdiviseursdep ; al carp ; premier, cesdiviseurssont :

pi, 2pi, 3pi, ..., (P ; al -Dp .llyenadoncp ; a q

Donc le nombre d'entiers premiersavec n est :

#0 ; 3 )=p; ¥ -L-nombredediviseursden=p ; @ -1-(p ; 31 -1)=p ; ¥ (1-U/p)

Et commelesp a gont forcément premiers entre eux, on peut calculer #(n) graceala
multiplicité de 4 :

o Tl

7l

Par exemple, 500=2 2 5 3 donc (500)=500(1-1/2)(1-1/5)=200 .

3) Développons le produit ci-dessus, on obtient :

. SL YL S e
n F i = Fe
#|= p. ppn
Sil'onad=p ; p,..p.lesp; éanttousdistinctscomme danslasomme, aors

u(d)=(-1) K donc A4d) _spipz.px) __ (=1

d Filz P Pl P
Donc, dans tous les cas, on peut écrire :

#in)_ Hd) N (d)
H d d
A= Py ﬂ‘l:rz

car si d aun facteur premier carré, lafonction de Mdbius appliquée ad est nulle d'apresla
définition.

Cooal...

Démo :

Bon, alorsil Sagit maintenant de montrer gy, £ {2+ #(20+ ¢ {3+ + (1) 3 s
il 2 z
H TL

-

Zﬂ"HL ds-1)
g ts)

n=17 N




On commenca a sen douter depuis le temps, le lemme précéent faisant intervenir lafonction de
M obius va sacrément intervenir !
L ancons-nous hardiment dans les calculs :

- : [E] . Y R
Zﬂ“mﬁzm Z.:f ufd)= Z;{dj;cf:;ﬂd} L?]”j] ]

m=1 m=r ﬂ‘l:ﬁ P b
WY

= ol

=——n +G{n}+D{nLn{n}}—in + Ofnlnin))
3_:.:;.' .-’";"-'2

__Z#ffﬂ Z_ _—Z‘w{d*} Zdiﬁ' +DI:n.Ln{nj:I

d=n+r

Ouf...
La encore, de nombreuses recherches ont abouti a un nouveau coup d'éclat de Walfisz (1963)

qui trouva le meilleur reste connu actuellement , O(n(Ln(n)) 3 (Ln(Ln(n))) ¥3) .

Pour prouver la seconde formule, on va utiliser lamultiplication de Dirichlet et le résultat que

'on @ montré un peu plus haut : 2 sfd) _ I
& <)

_g{_f} Zﬂfﬂﬁ ii ZZﬂflﬁ'} __Zﬁffn,i'

n=1 a‘|:r:!
et voila! Pastrop d|ff|C|Ie, nest—cepas?l\/lalsn faut smplement reellement Sy plonger...

Cette derniére formule permet par exemple de trouver :

2 X0 d(n)
24 ¥

=1

3=

Une derniére conséquence de ce résultat, le fameux théoreme de Cesaro ! Incroyable dele
retrouver ici, mais ladéfinition de lafonction indicatrice dEuler le laissait présager. En effet,
comptons le nombre de couples d'entiers (p,q) comprisentrel etn .S p=1 , qpeut
prendrelesvaleursl an ,soitn valeurs. Sip=2 , g peutprendrelesvaleurs2 an (car
(2,1) adgaeétecompte souslaforme (1,2) precédemment lorsque p=1 ) soit n-1 valeurs,
et ceci jusquap=n .Doncil y al+2+3+..+n=n(n+1)/2 couples(p,q) .

Le nombre d'entiers premiersavec p fixé est tout ssmplement lavaleur de lafonction #(P)

par définition. Donc jusqu'an , le nombre de couples d'entiers (p,q) premiers entre eux est
A+ 4+ #Q)*..+ #(N) .

Donc la probabilité pour que deux entiers positifs soient premiers entre eux vaut lalimite de la
proportion de lasomme des 4 (K) (casfavorables) sur le nombre n(n+1)/2 de couples (p,q)

(cas totaux) soit :




g HIH H2)+ H3)+ 4 1) n? _ 6
Fias nim+1) 2 mn+i) g2
z z

Chouette...
Essas

Pouf, méme pas lapeine! Les fonctions arithmétiques ne sont pas du tout faites pour cela et dépendent
d'ailleurs pour la plupart d'entre elles de la série g(s) donc connaissent également une convergence

logarithmique navrante...

retour ala page d'accueil




