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Alexander Aitken
(1895 - 1967)

Une formule remarquable

Soit [, ) o, une uite comvergeant vers x. Alors la suite (t,) L.
7 3
L TpTy_z — Tyl [0 = 31 ]
définie par WnEN = —— L =Xy, —
Ty g — A, X, Xy g —aX, 4+ X,

converge vers 1 pius rapidement que [I,, IIHEN

Tranches devie

Voilaun homme bien singulier... et trop méconnu... Jespere que ce site
permettra de faire connaitre un peu mieux saformidable formule
d'accélération de la convergence, le Delta2 !

Mais plongeons plutét dans le récit de I'histoire de ce mathématicien peu
commun :

Alexander Aitken est né en 1895 en Nouvelle-Zélande. Etudiant les langues
et les mathématiques a partir de 1913, il est blessé ala bataille de la Somme
pendant |a premiére guerre mondiale. Tres marqué par cet événement, il
rejoint Edimbourg en Ecosse aprés 3 mois d'hépital. Doté d'une mémoire
extraordinaire (il connait tout de méme 2000 décimales de Pi et est capable
de donner ladécimale alan-ieme place!), il met au point le fameux Delta2
accélérant de fagon optimale les suites. Mais cette fameuse mémoire lui
rappelle trop souvent la bataille de la Somme et le traumatise. |1 écrit alors
ses mémoires mais celles-ci ne contribuent qu'a aggraver sarelative folie
mentale et il décede finalement en 1967.

Autour de r

Le Delta2 accélére, on I'adit, de facon optimale certaines suites. 11 est
concu pour fonctionner au mieux avec les suites géométriques. Avec
celles-ci, il donne directement lalimite au bout de 3 itérations, sinon il tente
de deviner lalimite de cette suite. Si il ne latrouve pas, il accélérera en tout
cas la convergence.

Ses propriété sont assez extraordinaires, prenons par exemple le
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développement limité de
= y
In(1+x)= N [—1)*+ 2
n(1:+x) ZE =

valable sur ]-1,1] comme chacun sait. Si I'on fait x=2, la série va diverger,
bien sOr. Eh bien ce cher Delta2 vale faire converger pendant quelque
temps!!! Regardez plutot :

In(3)=1,0986...

Avec lasérieau rang 8, on a-19,31 (1)

Avec le Delta2 itéré 2 fois, au rang 8, on a1,0979

Apres on recommence aséoigner de lavraie valeur. Mais que des valeurs
compl etement fausses dans la série donnent une bonne valeur avec le
Delta2, c'est assez fabuleux, n'est-ce pas ?

En général, le Delta2 accélere toutes | es suites dont |e rapport de deux
écarts consecutifs converge vers une limite non nulle comprise entre -1 et 1,
ce qui est bien sir |e cas des suites géométriques.

Le Delta2 d'Aitken est trés instable numériquement car le numérateur et le
dénominateur sont proches de 0 et il faut donc calculer avec un bon paguet

de décimales! On utilisera de préférence le second membre de laformule,
plus stable...

Démonstration
Formellement, si I'on construit t,, a partir de x,,, cette derniére convergeant

versL, ondit qu'il y aaccélération de laconvergencesi ona:

fp— L
lim —= =1

Hm;&fﬁ_—..":

ce qui, intuitivement, se comprend fort bien...
Nous allons construire le Delta2 et montrer qu'il vérifie bien cette
propriéte...
Dotons nous donc d'une suite X, convergeant vers| avec une erreur
e, =X,-L vérifiant li Fart _ = 0 (1)
n S
Nous allons construire une suite t, a partir de x,, qui convergeraplus vite

vers salimite. Can'est pastréslong, et sacrément constructif vous verrez !
Construction :

Supposons pour cela que (1) est exact pour tout n (sans passage ala
limite...) cC'est adire que e, ;=Ae, (2)

*Or, on ae,=X-L par définition donc immédiatement, on obtient :

Xn+ 2'Xn+ 1= A. (Xn+ 1'Xn) (3)



*Posons maintenant A X=X, 1-X,. (4)
D'apres (2) et ladéfinition dee,,, il vient x,,, ;-L=A(X,-L) et donc
L(1-A)=X,,1-AX, et enfin :

e Koyl — 295 — - b
]._Jé n ]._.Ié

©)

2
*Calculons & X,= & (A X )= & Xy 1= & X=X 0m2X 1 F X (6)

ez — Fml 2 Ep1 — B — S

Or, on al-A=1- donc, on en déduit :

Al T A Al T A
IIM} ]2

z .
A

L= X

Mais puisque I'hypothése de départ (1) n'est vraie qu'alalimite, on
introduit une nouvelle suite :

_rd
t:X-M 7

n n a

A®

avec t, tendant versL en l'infini

Preuve du théoreme:

En bons architectes, aprés avoir construit cette suite, vérifions qu'elle tient
debout et converge effectivement plus rapidement !
Puisgue I'on n'est plus alalimite, posons e, ;= (A+[3,)e, ou 3, tend vers

0
*Un petit calcul rapide donne :

& €= Xn+ 1'L'Xn+ L= 4 Xn

2 2
A €= 6 2-26,, 1+ 6= X, 7 2 1 HXT A X,

2 2
Exprimons donc i e, et & €, cequi donnera A X, et & X, :

*D'Une part, €,,= (A+ Ry, 1)6.,= (A+ R, )(A+R)e,
et donc

2 2
L0 0 p 28+ 67 (AF Ry, (ARG 2(A+ B e + 6= (ArL) €.+ R

nen



oufy'=AB+AR  ,+B,,3-203 tend vers 0 en I'infini

*D'autre part,

be=e, e (AR e e (A1+R)e,

On remplace maintenant dans (5) et on obtient :

(4-1+ 5) & (4-1+ & F e

t=X- el -Ll=5-i- et en
o ([ﬁ*— 1F + ,f:’j']z?i ! B (4-1°+ 8
divisant par x,-L=e#0 :
2
fp— £ A-1+ &
= =1—( > :) — 0 oz~ lim &, =lim &,'=10
i - L [A-1) + &' 2= T E—te

et le théoreme est bien démontré, il y a accélération de la convergence !
2
Il nereste qu'aexprimer A X, et A& X, danst, comme au (4) et (6) pour

retrouver laformule du Delta2 d'Aitken ! Apres cette démo, j'espére qu'il
N'aura échappé a personne la provenance du nom Delta2 de la méthode !
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