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R sum

0) Introduction aux nombres Tr.

1) Le calcul de 1/n est facile

2) On peut tendre aux polylogarithmes.
3) Il existe des identit s pour Pi...

4) la complexit de l'algorithme est n*log(n)
5) Questions ouvertes



Que sait-on des nombres transcendants ?

C’est la classe des nombres NON alg briques.

(pas solution d’ quations alg briques coeff. rat.)
Presque tous les r els sont Tr.

Une br ve histoire...

1844 Liouville :

Ce nombre est Tr. et il est tr s pr s des rationnels.

g 1
n-010"

= 0.110001000000000000000001....

1873 Hermite : E est Tr.
1882 Lindemann : p est Tr.
1934 Gelfond :

aP est Tr. si a est alg brique?! 0,1 et b alg brique irrationnel. --> 22 est Tr.

Depuis, quelques r sultats parses, sin(1), JO(1), log(p), G1/4) : Chudnovsky (r cent).

La th orie des nombres Tr. : difficile et peu de r sultats : e est irrationnel, A. Froda. g
est ?

On pourrait se faire le diagramme suivant...

Les R els
facile assez facile tr s difficile
nombres  nombres Tr. nombres Alg. totalement
rationnels “random”

Cette image pourrait cependant tre fausse puisqu’il pourrait exister des exemples (tr s
difficiles) qui seraient Tr.

De facon g n rale (mis part les nombres artificiellement construits).

Irrationnels ---> travail (cpu + m moire) = digits.



+ de travail = + de d cimales...

Calcul de Pi 6.4 milliards de d cimales...



Our latest record was established as the followings;

Declared record:

6,442,450,000 decimal digits

Two independent calculation based on two different algorithms generated
6,442,450,944 (=3*2"31) decimal digits of pi and comparison of two generated
sequences matched 6,442,450,938 decimal digits, e.g., 6 decimal digits
difference. Then we are declaring 6,442,450,000 decimal digits as the

new world record.

Main program run:

Job start : 19th September 1995 20:54

Job end : 24th September 1995 17:32

Elapsed time : 116:38:12

Vector CPU :112:36:06

Main memory : 1856.75 MB

ES memory :32764 MB

Algorithm : Borwein's 4-th order convergent algorithm

Verification program run:

Job start : 06th October 1995 09:58
Job end : 11th October 1995 21:38
Elapsed time : 131:40:24

Vector CPU : 135:45:52

Main memory : 1792.75 MB

ES memory :32328 MB

Algorithm : Gauss-Legendre algorithm

Programs were written by Mr. Daisuke TAKAHASHI, a member of Kanada Lab.
CPU used was HITAC S-3800/480 at the Computer Centre, University of Tokyo.
Two CPU were definitely used through single job parallel processing for

total of four programs run.

Yasumasa KANADA

Computer Centre, University of Tokyo
Bunkyo-ku Yayoi 2-11-16

Tokyo 113 Japan

Fax :+81-3-3814-7231 (office)
E-mail: kanada@pi.cc.u-tokyo.ac.jp

Donc,...

E= MC2 = m moire * CPUZ ... haha.

Il est donc normal de penser que la notion de distance (du point d cimal) va avec la
notion de travail.
------------ FAUX.






On peut calculer la ni me d cimale (bin ou hex) de p avec peu de travail, sans calculer
les (n-1) pr ¢ dentes et avec virtuellement aucune m moire.

Comment ? d’abord 3 observations.
1) Le calcul de 1/n est tr s facile.

2) On peut tendre aux logarithmes, arctg et polylogarithmes.

3) 1l existe de belles formules pour p, log(2), 10g(2)2 , p2 ,arctg(1/2)...



La magie r side dans le calcul de 1/n.

Tout le monde connait la longue division, un ordinateur effectue le calcul de la m me
facon.

1,.80000303300BBBBB0B3 | 17
0,0588235294117647...

Ce calcul s’effectue avec 1 d cimale la fois.

Tr s tr s vieil algorithme... en se bornant la base 10.
La kK’'i me d cimale de 1/n est donn e par la solution de

10*° r mod n
les d cimales sont avec le calcul de r/n  partir du rang (k+1). Plus exactement la k’i me
est [10*r/nl.

En d’autres mots,

EST la m me chose. Donc en base b on a,
b“° r modn

Mais o est le probl me ?

Le probl me est lorsque K est grand ou arbitraire.

En utilisant 'exponentiation rapide (Knuth, ACP #2),

vieux truc datant de 200 BC appel aussi The Binary Method.

Par exemple on veut les d cimales de 1/257 partir du rang 1000. Alors il faut calculer,

10999 = 2 mod 257

Il suffit d’ valuer,

109,101,102,103,106,107,1014,1015,1039,1031,

1062,10124,10248 10249,10%98,10%99,10998 et enfin 10999 mod 257 = 96. Donc 96/257
= 0,373540
sont les d cimales partir de 1000. La 1000 me est 3.

En sachant que, si on a (analyse num rique I)

b™° r mod n
aors
(b™?° r? modn



Donc en multipliant par b et en mettant au carr successivement on arrive en peu

d’ tapes 10999,

En fait le d veloppement binaire de 999 nous dit quand il faut effectuer 1'une et/ou
l'autre op ration, d'o le nom de la m thode.

2 remarques importantes.

1) Pour un k donn on peut sauver des tapes, ici (1.5*log(k)) ---> (1.29*log(k)) en
choisissant de facon judicieuse les fois o il faut mettre au carr plut t que multiplier
par b. Voir Knuth, Brlek : Addition Chains.

2) En utilisant le petit th or me de Fermat, favorable si k >>n mais pas beaucoup si
k~n. (th. des nombres).

Sauve 30 % du calcul en moyenne MAIS codage + compliqu .

Il faut se rendre compte que le calcul de cet algorithme est TR S serr , en BASIC le
programme a 432 caract res de longueur (!). Donc toute addition de code ralentit la
boucle principale.

La prochaine tape tait de remarquer qu’il existe de belles s ries qui sont simples et
1 gantes. Par exemple,

¥
a 1n = - log(L/ 2) = log(2).
n=1 N2

Cette s rie se pr te particuli rement bien au calcul puisque le terme 2! n'est qu'un
D PLACEMENT vers la droite du point ‘d cimal’, il n’y a essentiellement que 1/n
calculer.

Si on veut la 108 position en base 2, on tasse de 1 position chaque tape + le calcul
de 1/n. Il suffira de convertir n en binaire, on peut effectuer la conversion sans vraiment
calculer ce d veloppement.

La s rie converge si on pose k=106, oui, 1/(n*2**n) est aussi petit qu’on veut.

Visuellement, on a le triangle de nombres suivants additionner.



0, 50000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
O,leIllllll )000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000]

0,04166666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666667
0,01562500000300000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
O,(mzclllll )000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000]
0,002604166¢
0,0011160714
0,0004882812
0,000217013885838383853888383838335838383838338383838383853838383533338888889
0,00009765625(00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0,00004438920454545454545454545454545454545454545454545454545454545454545455
0,00002034505208333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333
0,00000939002403846153846153846153846153846153846153846153846153846153846154
0,00000435965401785714285714285714285714285714285714285714285714285714285714
0,00000203450520833333333333333333333333333333333333333333333333333333333333
0,0000009534
0,00000044878791360294117647058823529411764705882352941176470588235294117647
0,00000021192762586805555555555555555555555555555555555555555555555555555556
0,00000010038G77014802631578947368421052631578947368421052631578947368421053

6666666666666666666666666666666666666666666666666666666666667

157142857142857142857142857142857142857142857142857142857142857
00,000/00000000000,0000000000000000000000000000000000000000000000]

QR 3

0,000000047683

0,000000022704

0,00000001083720814098011363636363636363636363636363636363636363636363636364
0,00000000518301258916440217391304347826086956521739130434782608695652173913
0,00000000248352686564127604166666666666666666666666666666666666666666666667
0,00000000119209289550781250000000000000000000000000000000000000000000000000
0,00000000057312158437875600961538461538461538461538461538461538461538461538
0,00000000027594742951569733796296296296296296296296296296296 296296296296 296
0,000000000133 '92550223214285714285714285714285714285714285714285714
0,00000000006422914307692955280172413793103448275862068965517241379310344828
0,00000000003104408582051595052083333333333333333333333333333333333333333333
0,00000000001502133184863675025201612903225806451612903225806451612903225806
0,00000000000727595761418342590332031250000000000000000000000000000000000000
0,00000000000352773702505863074100378787878787878787878787878787878787878788
0,00000000000171199002686668844784007352941176470588235294117647058823529412
0,00000000000083153801304953438895089285714285714285714285714285714285714286
0,00000000000C 2198674546347 724066840277 777177 7TTTT7TTTT777TI77777I777778
0,00000000000019664750308603853792757601351351351351351351351351351351351351
0,00000000000009573628439715034083316200657894736842105263157894736842105263
0,00000000000004664075393707324297000200320512820512820512820512820512820513
0,00000000000002273736754432320594787597656250000000000000000000000000000000
0,00000000000001109139880210888095018340320121951219512195121951219512195122
0,00000000000000541365893912457284473237537202380952380952380952380952380952
0,00000000000000264387994701432627300883448401162790697674418604651162790698
0,00000000000000129189588320018215612931685014204545454545454545454545454545

0,0000000000000006315935428978668318854437934027 777777777 TTTTTITTITTITITII778

La partie gauche de | est inutile puisqu’on peut sauter directement la position k. Il
n'y a quune seule colonne additionner de largeur (1 ou 2 mots). Un calcul final qund
m>k permet d’avoir quelques d cimales (binaires).



Donc on peut calculer en base b, si on peut repr senter le nombre par une s rie dans

cette base ( vident).
¥

p-€. é_ ni“ =-1log(3/4) = 109(3) - 2log(2) permet de calculer log(3) en base 2, ... --> log(5),
n=1

log(7),...

avec des variantes de s ries connues pour le log.
R
Comme, log(1- X),Iogg_Txg!a permet d’avoir la plupart des petits entiers. Mais pas TOUS,

log(23) est impossible obtenir de cette facon, puisque 2047=23*89, on peut l'avoir avec
89 mais pas isol ment.

Aussi, trivialement arctg(1/2) est calculable en base 2.

Alors ??!!, P ?, on a (Euler),

p_ 1 1
yia arctg(z) +arctg(3)

en base (24+3) ?, en base (2*3) ?, en base 2/3 ?...
Does not compute !...
Quelle est cette classe de nombres en fait ?

C’est la classe des nombres qui sont calculables en TEMPS : polynomial et en ESPACE :
log-polynomial. On l'appelle la classe SC (Steven Class), de Steven Cook, mentionn
dans Knuth. Cet ‘espace’ est limit , on ne peut pas utiliser les moyens techniques
modernes de calcul comme la FFT (produit de grands nombres), on ne sait m me pas si
on peut convertir un nombre d'une base I'autre. La conversion de base est un probl me
qui consomme du temps et de 'espace...

Il suffit d’avoir un mot de largeur et de descendre. la colonne + le dernier triangle pour
avoir suffisamment de pr cision (largeur du mot). On arr te lorsque m=Kk.

Si on se restreint n avec quelques mots m moires de largeur (mise au carr ) on peut
donc calculer avec une grande pr cision (en base b), les nombres,

s 1

a n
n=1 p(n )b
et (cons quemment) on peut tendre d’autres bases comme,
s 1 @9 0

=1 R
a T " °%00

qui est 2log(3)-log(2)-1og(5).

Aussi lorsque b=109®  la 5,000,000,000 i me d cimale (SFU) et log(9/10) la
100,000,000 i me d cimale.



On peut faire les arctg(x), en base b=x, comme arctg(1/2) en base 2. (ok, ok).

Finalement les polylogarithmes, en s’inpirant des belles identit s du livre de Lewin. Oui
mais pas directes. Li2(1/2) s’exprime avec log(2)*p et p2.



Tout de m me, avec arctg et un peu de finesse, on a,

P _ 1 1
5 2arctg(/\/§)+arctg(/\/§)

en envoyant Mr. Q2 de l'autre ¢ t , on trouve facilement,
pV2 =451/ 2)+f(1/8)

avec

g (-1)x!
X =
S x) 90 ol +1
D’autres comme ¢a ? oui avec pO3 en base 2.

-9f(1/8)=pJ3 +3log(3)

avec

8 (-1)x!
f"”‘f?o 3i +1

On revient encore avec le livre de Lewin, quelques autres avec des combinaisons de Z(3),

p2 log(2) et log(2)3, mais aucune Z(3) avec pris isol ment.

Il ne reste alors qu’ utiliser PSLQ de Bailey la version am ricaine de I'algorithme LLL.



On se calme... ! Tout d’abord on a les s ries du type,
s (-1)x" s x"

les arctg avec n=0 2n +1 es logs avec n=1 ' ou des variantes de ces s ries.

Une partie des difficult s tient au fait que Maple a beaucoup de difficult s manipuler
les logs avec des valeurs complexes.

On a ceci,

si c’est (n) ----> logarithmes.

si c’est (2n+1) ----> pO2.
sic’est (+/-)(2n+1) ----> arctan.
si c’est 3n+1 ----> pO8.

et pour 4n+1 ----> surprise.

Toutes ces formules sont en fait sont des formes vari es de LOGARITHMES seulement.
Apr s tout p est un log !, c’est le log(-1)/i.Arctg(x) est un log galement,...



On a les identit s suivantes en fouillant syst matiquement le Dilogarithme,

p* =36L,(/5)- 36L,(14)- 12L,(14)+ 6L, (Vg,)
et aussi,

10g(2)® = 4L, (}4)- 6L,(/4)- 2L, (Yg)+ Ly (Y5y)
Mais qui encore une fois n’apparaissent pas directement, seulement ave I' quation
fonctionnelle une fois travaill e.

Ces m mes formules ser crivent,
2 ¥
P a,;

[o]
36 &3

avec a, =[1,-3,-2,-3,1,0]

et aussi ,

¥
b
log(2)* = é zilfz, avec b, = [ 2,-10,-7,-10,2,- 1]
i=1

On peut remarquer que le calcul de log(2), log(3), log(5) mis sous cette forme permet (en
prenant 15 m moires) de calculer une centaine de logarithmes en M ME temps.

Toutes les formules obtenues peuvent se mettre sous cette forme, plus pratique pour le
calcul.

Finalement apr s 1 mois t tons, le programme PSLQ et 2 secondes de temps machine
00h29 le 19 septembre 1995...



Ay, 10

— 1
p=4,F ¢—;- —++ 2arctg( /) - log(5)
2l1g 3, Ao /2 g
En collectant les termes, le premier est une bissection de l'arctg, ... on a,

g led 2 1 1
n:016"88n+1 8n+4 8n+5 8n +69

p:

Avec 4 termes proportionnels 1/n et un d placement de 4 positions chaque n
(binaire).

On a donc lanc un SGI Power Challenge, R8000 pour 48 heures et obtenu la
40,000,000,000i me d cimale (binaire) de p qui est 1, suivi de 0,0,1,0,0,1,0,... une
trentaine de bits.

IL y a plusieurs moyens qui auraient pu arriver la m me formule, par exemple,
1

D= ¢ 16x - 16
9)(4 -2x%+4x - 4
Maple arrive trouver p avec cette derni re mais pas celle sous forme hyperg om trique,

FAUX selon Maple. On a trouv au moins une autre forme resemblante et 2 autres pour
p*p et log(2)**3.




Tout ceci soul ve d’'int ressantes questions et remarques...

1) On peut rejoindre la 1019 position binaire de p au moins avec cet algorithme, peut-
tre plus, un CRAY YMP effectue 29,5 milliards d’op rations/seconde sur 64 bits.

2) L’algorithme est parall lisable et c’en est m me embarassant (Rob Corless).

3) La distance du point 0. 1la ni me d cimale n’est pas ce que l'on croyait, la 57 me
position est plus loin que la 512 me.

4) p est-il normal en base 2 ?, a-t-on les moyens de le prouver maintenant ?
5) Une formule existe-t-elle pour p en base 10 ?
6) Y-a-t-il un motif dans le d veloppement binaire de log(2) ?

7) Si (en plus de l'algorithme) on applique les outils modernes, FFT et calcul parall le
jusqu’'o peut-on se rendre ?, 10**20 ?,

8) 2 erreurs ‘graves’ ont t d tect es dans les machines IBM 590 et R8000 en
calculannt p...



Daniel Shanks a dit en 1962 (p 100265 d cimales),
“We will NEVER reach the billion’th digit of p”

Borwein & Borwein (1988) :

“We will never reach the 10**1000 digit of p”

Spock , Star Trek, 1968 ...

“Computer !, compute p to the LAST digit”.



R f rences

LLL et PSLQ

1) Faire ?lattice dans une session Maple

2) Chercher les noms Ferguson-Forcade,
Helaman Ferguson et David H. Bailey.

Aussi : MPFUN, PSLQ dans LYCOS

http:/ /www.nas.nasa.gov/NAS/TechReports/RNRreports/dbailey/RNR-91-032 /RNR-91-
032.html

article :
http:/ /www.cecm.sfu.ca/personal/pborwein/PISTUFF /Apistuff.html
http:/ /www.mathsoft.com/asolve/plouffe / plouffe.html

The Globe and Mail, 18 octobre 1995, pp. A1-A5.
Science News : r cent.

Simon Plouffe:
http:/ /www.cecm.sfu.ca/personal/ ~plouffe
Peter B. Borwein :

http:/ /www.cecm.sfu.ca/personal/~pborwein

David H. Bailey :
http:/ /www.nas.nasa.gov/






