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1 Formule
¢(3) = 1 i 1 ( 2048 11264 1024 n 11776 512
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128 32 176 n 16 n 216 n 8
(24n +12)3  (24n+13)3  (24n+14)3  (24n+15)3  (24n+16)3  (24n+17)3
n 64 4 n 46 2 11 n 1 >
(24n +18)3  (24n+19)3  (24n+20)3 (24n+21)3 (24n+22)3  (24n + 23)3

Note : Géry Huvent a simplifié par la suite cette formule pour obtenir :
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(24n + 16)3 * (24n + 18)3 * (24n +20)3  (24n +21)3 * (24n + 22)3

Cependant, la preuve en est plus difficile bien qu’utilisant le méme principe, c’est pourquoi seule la premiére
formule sera démontrée.

2 Démonstration

(avec I'aide fort utile de Raymond Manzoni)
On sait que

i (Sart) <L L e =g [ 2250

par double intégration par parties, avec

n—1
z) = Z apz®
k=0

Ici, on considere

P(x) = 2048 — 11264z — 1024 2% + 11776 2® — 512 2 + 4096 2° + 256 25 + 3456 27 + 128 2% — 704 2°
—6420 — 12821t — 32212 — 176 28 + 16 24 + 216 2'° + 8216 + 64217 — 4418

+46 2 — 2220 — 112 + 222, a=2'2 et b=24



On décompose f _(2,

dans C, ce qui donne :
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Or, une définition classique du trilogarithme (noté Ti dans ce document) est

Ti(a) = %/01 Lln (z)

- —x
a

donc on obtient
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Notons S cette quantité.
D’aprés la formule de duplication de Lewin (1991) [1],
Ti(z) + Ti(—=z) = +Ti(2?) donne

(1 o 11
Ti <7§> LT (-75> = {Ti(3) = 5e(-2n" In(2) + 4 Ln*(2) + 21¢(3)) (1)

D’autre part, d’aprés Landen [1],
—Zz 2 1 1
Ti (1——,2) +Ti(2)+Ti(1—2)=¢3)+ FLn(l —z)— §Ln(z)Ln2(1 —2z)+ ELn?’(l —2)

En prenant z = 1 — 14, on obtient :

1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1
7i (= L Til=_Z; Ti(i) = 3 r < Zi\—2L - _ 2 2 (L L. 2L 3+ L.
1<2+21>+ 1(2 21)—1— i(7) = ¢( )+6 n<2+21> 5 n<2 21) n <2+21>+2 n <2+21>
donc

Ti (% ;1 > + T (1 —%) = g( ) + ! Ln?(2) — ELn(2)7r2 (2)
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On utilise ensuite le théoreme de multiplication [1]

LG Z Li, ( )

Avec z = —1 n=m =3 on obtient

1 e's e '3 I 3" 1\ 1 1
Ti(—=) —Ti —Ti =2Ti (=) =N Ti|——— | =2Ti(—=) —=Ti[—=)=¢
1<2> 1<2> 1<2> 1<2>];)1< 5 1<2> 91<8> S

Pour enlever les signes négatifs, on utilise maintenant la formule de duplication [1]
1 1 1 1
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((2)=115) ()
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On utilise maintenant la belle formule Bailey-Borwein-Plouze [2]:

3_25«3) _ Ln(2) = 36Ti (%) — 18T (i) — 4T (%) +Ti (614>

qui donne finalement pour S’

donc, S’ devient

S = _31—6 (3—25g(3) - szn(2)> —Ti (%) = —3—16 (3—25g(3) - 772Ln(2)> —2—14 (21¢(3) — 27 Ln(2) + 4Ln*(2))

On peut maintenant évaluer S avec (1), (2), (3), S":
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= (@3
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donc 198
()= i 1 ( 2048 11264 1024 11776 512
C 672 4= 220 \(24n4+1)3 (24n+2)° (24n+3)3  (24n+4)>  (24n+5)3
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Note complémentaire : La formule BBP s’obtient par I’équation de Kummer pour n=3 (Lewin 1991 (3.10))
considérée dans I'article d’Abouzahra et Lewin "The polylogarithmic in algebraic number fields" J. Number
Theory 21 (1985)
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